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Introduction

Ce cours s’adresse aux étudiants ayant suivi le cours de la géométrie des
courbes et des surfaces, ainsi que le cours du calcul différentiel. On introduit
la notion de variétés qui d’un coté généralise celle des surfaces et d’un autre
coté permet d’élargir le calcul différentiel sur des objets mathématiques qui
ne sont pas nécessairement des ouverts dans un espace de Banach. Ce tra-
vail est consacré a I’étude de variétés Riemanniennes et plus précisément, a
I’étude de la métrique Riemannienne sur une variété qui permet d’introduire
les notions de géodésiques.

En effet, aprés avoir intriduit les sous variétes de R", les variétés, les
espaces tangents et le module des champs de vecteurs, on est en mésure
d’introduire les connexions sur les variétés dans le but d’introduire la notion
de transport parallele. [1],[2]. La connexion sur une variété a été introduite
sous la forme intrinseque par Levi-Civita(1873-1941). Il s’agit de donner un
sens a la dérivation d’'un champ de vecteurs dans la direction d’un autre
champ de vecteurs.

Etant donnée une connexion 17 sur une variété M, un champ X le long
d’une courbe v de M est dit paralléle si V. (t)X = 0, ceci est équivalent,
dans le cas canonique de R”, & dire que X est un champ constant.

En établissant un dictionnaire entre les champs de vecteurs et les sys-
témes d’équations différentielles autonomes, on montre un trés joli théo-
réeme qui affirme l'existence d’'un champ paralléle qui prolonge tout vec-
teur initial le long d’une courbe[7]. Cette notion est généralisée locale-
ment sur les variétés. On introduit la notion de champs paralléles, ce sont
les champs paralléles & toute courbe, X est paralléle si et seulement si
VyX = 0,V X € x(M) ou x(M) désigne le C*°(M)-module de champs
de vecteurs sur M. [1],[2],[7];On montre un théoréme d’une grande impor-
tance qui affirme I’équivalence entre I’existence locale d’un champ paralléle
et le fait que la courbure de la connexion R = 0,c’est & dire la connexion
est plate. Intuitivement, cela voudrait dire que si X est paralléle sur U, une
carte de M, alors U "ressemble" a R”.

Dans la deuxiéme partie de ce cours, on introduit la notion de produit
scalaire sur la variété, il s’agit d’'un champ de vecteurs symétrique défini
positif sur M
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g: M — OIM
P =  Gp: T,M xT,M — R,

ou g, est un produit scalaire sur 7, M.

On montre le lemme fondamental de la géométrie Riemannienne [7],[4],[5],

[6], qui associe & toute métrique une connexion linéaire 57 a torsion nulle
et qui est compatible avec g, /4 = 0. On montre le théoréme de compatibilité
qui assure que le produit scalaire est invariant par transport parallele le long
de toute courbe lisse sur une variété. On introduit aussi la grande notion de
géodésiques, il s’agit des courbes dont le vecteur vitesse est parallele, ceci
rappelle la notion des droites de R™. Si deux points se trouvent sur une méme
géodésique alors la distance la plus courte entre eux est la longueur de cette
géodésique entre eux. C’est pourquoi on les appelle les courbes minimales.
Des exemples concrets ont été introduits ot on a montré que les géodésiques
d’une spheére sont les cercles de rayon maximal. Pour un exposé complet sur
ce sujet, on pourrait consulter[5],[6].

Une derniére notion aussi importante que la notion de géodésique est la
courbure sectionnelle,[5],[6], liée & la notion de formes fondamentales. D’un
joli exemple, on montre que la courbure sectionnelle d’une sphére est égale
a 1. Notons qu'une branche & part entiére de la géométrie Riemannienne,
est la caractérisation de variétés & courbure sectionnelle constante.



CHAPITRE 1

Sous Variétés de R”

On a appris a faire de calculs différentiels sur des ouverts d’un espace
vectoriel normé (en fait sur les ouverts de R"), la géométrie différentielle
consiste essentiellement a étendre le calcul différentiel et géométrique a des
sous ensembles de R™ que 'on appelle "Sous Variétés".

1. Théoréme du rang

Soit U un ouvert de R™ et V un ouvert de RP. On dit qu'une application
f U — V est différentiable en ¢ € U s’il existe une application linéaire
(Df)z, : R" — RP telle que
i £ @0+ ) = F(w0) = (Df)ay(h)
17l —0 1]

=0

c’est a dire
f(@o + k) — f(@0) = (D f)ao(h) + o(||R]])

ou o(||R||) — 0 lors que [|h|| — 0.

On montre que si (Df),, existe, elle est unique et donnée par

oft ... oft
o Oxn
(Df)évo = :
[0 N il
81‘1 an ty)
ai ixl’...7xj+t,...a;n — im17...7xn
ol ! Jzo = limf( 0 0 0) I 0 O) est la dérivée

partielle de la fonction réelle f(x) par rapport a la jime variable, en .

(Df)z, est dite la différentielle de f en zg et la matrice qui représente (D f ),

est dite "la matrice Jacobienne de f en zp."

ExXEMPLE 1.1. La fonction
f: R3 — R2
(r,y,2) — (x—z,xcosy,z+ zeY)

1
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est différentiable en 0 et sa différentielle en 0 est

10 -1 10 -1
(Df)00,0) = | cosy —wsiny 0 -1 0 0
1 zeY eY 1 0 1

(0,0,0)
REMARQUE 1.1. D(f 0 g)sy = (Df)g(me) X (Dg)xo

DEFINITION 1.1. On dit que f : U C R® — V C RP est de classe C* en
T, Si toutes les dérivées partielles existent et sont continues en xg jusqu’a
Vordre k. On dit que f est C* sur U si elle est C* en tout point de U et
dans ce cas :

o f
- < <
R pour h < k

sont symétriques.
REMARQUE 1.2. Si f est C' alors f est différentiable.
DEFINITION 1.2. Une application f : U C R* — V C R" est dite
Ck-difféomorphisme si f est bijective et f et f~ sont C*.
EXEMPLE 1.2. Soit
f: R3 — RS

(r,y,2) — (u=zx+y,v=0—e*",w=1y)

On a
r = u—w
y = w
z = In(u—v—w)

Soit V = {(u,v,w) €R3 / u—v—w >0}, il est clair que f : U — V est
un C°-difféomorphisme.

THEOREME 1.1 (d’inversion locale). Soientt U,V deux ouverts de R™
et f: U — V de classe C*.k > 1. On suppose qu’il existe xg € U tel

que dét(Df)z, # 0, il existe alors un ouvert U C U contenant zq telle que
[ est un C*-difféomorphisme de U' —s f(U")

REMARQUE 1.3. Le théoréme affirme que si (Df)qg, est bijective alors f
est bijective sur un voisinage de xg.

DEFINITION 1.3. On appelle C*-systéme de coordonnées au voisinage
d’un point xg € R™, tout couple (1, U) avec U est un ouvert de R™ contenant
xo et est un CF-difféomorphisme de U sur un ouvert de R™.

REMARQUE 1.4. D’aprés le théoréme d’inversion locale, pour qu’une ap-
plication C*, v : U — V définisse un systéme de coordonnées au voisinage

de xo, il faut et il suffit que dét(Df)g, # 0

DEFINITION 1.4. On dit que f : U C R* — V C R"*P est une immer-
sion en xg € U si (Df)y, est injective.

On dit que f : U C R"™P — V C RPest une submersion en xo € U si
(Df)z, est surjective.
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REMARQUE 1.5. Si f est une immersion ou une submersion en un point
xo alors elle le restera dans un voisinage suffisamment petit de xo. (Cela
vient du fait que le rang d’une matrice est une fonction continue)

REMARQUE 1.6. (1) Une application différentiable f: U C R" —
V C R™P  est une immersion si la matrice jacobienne de f est de
rang n en tout point de U

(2) Une application différentiable f : U C R"™P — V C RP  est une

submersion si la matrice jacobienne de f est de rang p en tout point
de U

DEFINITION 1.5. Une immersion f : U C R® — V C R""P telle que
f:UCR" — f(U) est un homéomorphisme, est dite un plongement

THEOREME 1.2 (du rang (Description locales des immersions et des sub-
mersions)).

(1) Soit f : U C R* — V C R*™P  une C*- immersion en x¢ €
U (p > 0), il existe alors un systéme de coordonnées locales au
voisnage de f(xo) (c’est o dire un couple (y, V') o V' C V est un
voisinage de f(xg) ety est un CF-difféomorphisme) et il existe un
voisinage U de xq tel que f(U) C V' et tel que yo f(x1,--- ,&n) =

(x1, -+ ,2n,0---0). (En d’autres termes, une immersion est loca-
lement l'injection canonique).
U/ L} V/
Nl
R+

(2) Soit f: U CR™P — V CRP  une C*-submersion en xo € U, il
existe alors un systéme de coordonnées locales autour de xo (c’est
a dire un voisinage U cU dexzy et un Ck-difféomorphisme x de
U’ dans un owvert de R"™*P) telle que

U’ I, ge

il

z(U)
fox™':x(U') — RP est donnée par fox (1, -, Tnip) =
(Tng1, -+ Tptp) C'est a dire, une submersion est localement la

deuziéme projection.

REMARQUE 1.7. Toute immersion est localement un plongement, c’est
a dire si/j U CR”? — V C R"™P est une immersion en xg, il existe un
owvert U C U,xg € U telle que j/U/ soit un plongement,
En effet, modulo un changement de coordonnées, toute immersion s’écrit
j: U cCR® — ROTP
(-’L'la"‘,wn) N (:Lal?...’:pn,()?...[))



4 1. SOUS VARIETES DE R»

qui est un plongement.

2. Sous variétés de R*1?

Soit M une partie de R™P. On dit que M est une sous variété de dimen-
sion n de R™*P, de classe C* si : pour tout zg € M, il existe un systéme de
coordonnées locales (1, U) autour de zg tel que (U N M) = (U)NR" =
{LB € ¢(U) / Tn+l = Tpt2 = = Tptp = 0}

IRp Un M M IR*p

/—\ (V)

L

IR*n

YU NIRM = (U N M)

Le théoréme suivant donne les différentes maniéres de décrire localement
une sous variété de R".

THEOREME 2.1. Soit M C R"™P, les propiétés suivantes sont équiva-
lentes :

(1) M est une sous variété de R"*P de dimension n et de classe C*, k >
1

(2) pour tout mg € M, il existe un ouvert U de R™P contenant mq et
il existe une C*- submersion, f: U — RP tel que

MU= f"0}y={zeU/ f(z)=0}
(3) pour tout mg = (xb,--- , x4 P) € M, il existe un voisinage ouvert
U de R"™P contenant mq et il existe un ouvert U de R™ contenant
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(zd,--+ ,2B) et une application de classe C*
h: U — RP?
x:(xla"' 7$n) - (hl(x)a 7hp(x))

telle que MNU = G, = {(z,h(z)) /2 € U'}

il WA

(4) pour tout mg € M il existe un ouvert U de R™*P contenant mq et
un ouvert Q de R™ contenant 0 et un C*- plongement

j: QCR" . UNMCR™?
= (tlv"' 7tn) - (l’l(t),"' 7xn+p(t))
ot j(0) = mg

REMARQUE 2.1. Sin=1,n+p =2 ou 3 alors la notion de sous variétés
généralise celle de courbes dans le plan ou dans l’espace. On trouve le point de
vue du graphe M NU = {(z, f(z)} (3 iéme propriété) et de paramétrisation

. . = t . . .
(4iéme proporiété) MNU : ;j B th)) et ’équation cartésienne (2 iéme
propriété) M NU : f(x,y) =0.

3. Espace tangent & une sous variété

3.1. Rappel sur les espaces affines. Si 'on veut avoir un support
géométrique de la notion d’espace vectoriel, on peut penser & I’ensemble
des "vecteurs libres" issus de l'origine, la somme se fait selon la régle du
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parallélogramme et le produit par un scalaire n’est qu'une homothétie. En
revanche, on ne somme pas de vecteurs issus de points différents. La notion
d’espace affine permet de considérer "les vecteurs issus de points différents".

DEFINITION 3.1. Soit E un espace vectoriel et a € E, supposé étre dif-
férent de 0. On appelle translation de vecteur directeur a, Uapplication

7, E — E
r — r+a

REMARQUE 3.1. 7,(0) # 0 donc cette application n'est pas linéaire.
Si F' est un sous espace vectoriel de F, on note par
T.(F)={y=a+2z€E /zeF}

le translaté de F' selon le vecteur a. L’espace 7,(F') n’est pas un sous espace
vectoriel sauf si a € F. Le translaté de F est dit aussi "sous espace affine de
E d’origine a et de direction F”

I.F

atx

On peut imaginer les sous espaces vectoriels comme des droites ou des plans
passant par l'origine, alors que les sous espaces affines sont des droites ou
des plans translatés des sous espaces vectoriels.

On a dit que 7,(F’) n’est pas un sous espace vectoriel de E, cependant, on
peut lui introduire d’autres lois qui les rendent un espace vectoriel : On sait
que pour tous v,w € 7,(F) il existe z,y € F telsque v =a+z, w =a+y.
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On introduit sur 7,(F) les lois suivantes :

{v+w = T(z+y)=a+(z+y)
Av = T,(\x) =a+ (\zx)

Pour les notations : v = 2, = 7,(x), on a

Tot¥Ya = (T+Y
Azg = (A\x),

et le triplet (7,(F'),+,.) est un espace vectoriel

3.2. Espace tangent, Immersion et Submersion. La notion d’es-
pace tangent généralise celle de la tangente a une courbe. Soit « une courbe
de classe C! :

v: ICR — R"P
t - (LUl(t), e 7xn+p(t))

soit my = y(tg), un point de v. On appelle tangente en mg a 7 la limite de

la "sécante" c’est a dire la droite qui passe par mq(tg) et m1 = y(to + h)
lorsque my — myg. (h — 0).
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Soit le vecteur

— mom
Voo = lim 01
_ hm(:L‘l(t[) + h) — z1(to) . Tnqp(to +h) — :Un+p(t0))
h—0 h h

= (:Cll(to), T 7xn+p(t0))
La droite portée par le vecteur Vmo est 'espace tangent & v en myg.

DEFINITION 3.2. Soit M une sous variété de R™P de classe C*, mg €
M. On appelle droite tangente & M en my, toute droite de l’espace R™P
passant par mg et tangente en mg o une courbe quelconque tracée sur M et
passant pas mg. On appelle espace tangent en mg & M, la réunion de toutes
les droites tangentes a M en mg, cet espace est noté L, M.

Dans la suite, on va caractériser algébriquement un espace tangent en un
point & une sous variété. On va considérer d’abord, le cas ou M est définie
par un plongement

j: QCR" — RP
u = (ulv"' 7un) - (hl(U), 7hn+p(u))
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X3

Uy i I

Uy

X1

Une courbe v de M est 'image par j d'une courbe C de €. soit C(t) =
u(t) = (u1(t), - ,un(t)) une courbe C! de Q alors v = j(C) est définie par

() = (ha(u(®)),- -+ hngp(u(t)))
On va supposer que ug = u(0) et mg = j(ug) = joC(0). Un vecteur tangent

a y(t) en mg est dirigé par

dry . .
E(O) = D(joC) ) = D(j)c) x D(C)o)

c’est a dire

O I duy
dy Ous Dun Jdt
E(O) = : : :
Ohnip Ohnip dﬂ
Ouy Quy, (uo) dt (0)

En faisant varier (C'), on obtient avec (C')(O) tous les vecteurs de R”, ainsi les
vecteurs directeurs des droites tangentes & M en mg sont exactement tous les
vecteurs de Im(Dj)(,,). Comme j est une immersion, alors 7g(Dj)(,,) = n
et donc T},,M est un espace affine de dimension n. Finalement T}, M =
mo + Im(Dj),,) est I'espace affine d’origine mg et de direction Im(Dj) ),
en particulier dim 7;,, M = dim M.
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Supposons maintenant que M est définie localement par une submer-
sion :

f: UCR"P — R?
T = (xlv"' 7:C'rL+P) - (f1($>, >fp(m>)
onaMNU ={zx = (z1,- ,Tnyp) / filx) = -+ = fp(xz) = 0}. Soit

j 1 @ — R™P une immersion M au voisinage de mg € U. On a I’application
nulle suivante :

QcRrR" L mnu -Lwre

foj(ur, -+ up) =0, Y(ui,- - ,up) € Q. Onen déduit que (D f)my)-(DJ)0) =
0 ot mg = j(uo) et parsuite Im(Dj) ) C ker(Df)m,), or f est une sub-
mersion donc rg(D f )(mo) = P et d’aprés le théoréme de la dimension

dim R""? = dimker (D f)mg + 79(Df)my

il en vient que dimker(Df)p,, = n = dimIm(Dj),, et par conséquent
les deux espaces sont égaux ker(Df)m, = Im(Dj),, . Finalement I’espace
tangent & M en mq est Ty, M = mo + ker(D f)m,. On résume ces résultats
par la proposition suivante :

PROPOSITION 3.1. Soit M une sous variété de dimension n de R™P et
mg € M.

(1) Si M est localement définie au voisinage de mo par une immersion
j:QCR" — R"P et mg = j(ug) alors l’espace tangent a M en
mo est le sous espace affine d’origine mg et de direction Im(Dj),,

Tino M = j(uo) + Im(Dj)u,
en particulier dim T, M = dim M

(2) Si M est définie localement au voisinage de mg par une submersion
f:UCRY™ — RP alors Ty, M est le sous espace affine de R"P
d’origine mg et de direction ker(D f)m,

T M = mo + ker(D f)m,

4. Changement de coordonnées et espace tangent.

Soit M une sous variété de R™*? de dimension n, donnée localement par
une immersion

j: QCR" — RntP
U= (ul"" ,’LLn) - (:L‘l(u)7 7$n+p(u))
et soit
P R — s RntP
$:($1,”- 7xn+l)) - (‘r/17 7x;L+P)

un changement de coordonnées locales au voisinage de mg € M. (dét(Dv) ) #
0. La sous varié¢té M sera lolcalement envoyée vers la sous variété M =
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X3 x's
) b :
1z i vl I
Uy
Iy X'y

Ona M = Im(%) o j), c’est donc une sous variété de 1'espace des variables
x; L’application 1 induit une application 1, entre les espaces tangents de
la fagon suivante : Soit v € T),,M, il existe v une courbe de M telle que

d /
v = d—:(()) Soit 4 = 1(v) une courbe dans M . On définit sur l’espace

tangent T}, M l’application v, par :

$.(0) = T (mo)) = (0 V)

soit )

Yot TpgM - T¢(m0)M

dry dy

v = E(mo) - U= (E)d}(mo)

ou 7 = (7). Calculons © en fonction de v et de 1) :
On a v =jo(C ou j est une immersion qui paramétrise M sur 2 C R"
et C est une courbe C! dans Q. On a

d /
Y= d%(()) = (Dj)my-(C")(0)
Comme 7 = 9(y) =9 0 joC alors
d, /
5= ?Z(O) = (D¥)mg-(Dj)c(0)-C (0)

et donc v = (D)), (v).
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PROPOSITION 4.1. Soit 1 : R*"P — R yn difféomorphisme défini
au voisianage d’un point mg de M. Il exsite une application qui trannsforme
d’une fagon naturelle Ty, M en Tw(mO)M’

!

¢* . TmoM — Tw(mO)M
v = U= (D¢)m,(v)
cette application donnée par le jacobien de v en mgy est dite "application
tangente en mg"

5. Exercices

EXERCICE 5.1. Montrer que lappliction C*° donnée par
p: R — R?
t — (31
n’est pas une immersion
EXERCICE 5.2. Soit M = {(z,y) € R? / 22 + y* < 1}. On définit l’ap-

plication C'*°
f: M — R2

(2,y) — . o)

S il
(1) Déterminer l’ensemble S de points M tel que f est une immersion
(2) Montrer que f(S) est un ouvert
(3) Montrer que la sphére S™ est une sous variété fermée de R™"*!
EXERCICE 5.3. Soit
f: R3 — R
(z,y,2) — (Va2+y2—-1)2+22
Trouver les valeurs de a telles que f~*({a}) est une sous variété réguliére
de R3
EXERCICE 5.4. Soit l'application
j: ]0,2n[ — R2
t —  (sint, § sin 2¢)
(1) Montrer que j est une immersion mais qu’elle n’est pas un plonge-
ment, en déduire que Im j n’est pas une sous variété de R?

(2) Trouver une application f, C* de R? dans R telle que Imj =
F1{0}) mais que f n'est pas une submersion. En déduire que j
ne peut pas étre un homéomorphisme de |0, 27| dans Im j

EXERCICE 5.5. Les sous ensembles suivants sont-ils des sous variétés :
(1) la surface cubique S = {(w,y,2) € R? / a3 +y3 + 23 — 3vyz = 1}
(2) la fenétre de Vivani V = {(x,y, 2) | 2 +y*+22 =1 eta’+y*—x =

0}
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EXERCICE 5.6. Montrer que le tore de révolution obtenu par la rotation
du cercle (y —2)2 + 22 = 1 du plan yoz autour de l'axe 0z est donné par la
paramétrisation :

f: R? — R3
0,0) —  ((24 cosB) cos p, (2 + cos ) sinp, sin 0)

en déduire qu’il s’agit d’une sous vartiété de R® de dimension 2

EXERCICE 5.7. Soit f : R® — R donnée par f(x,y,2) = x> +y* — 1
(1) Montrer que C = f~1({0}) est une sous variété de R3
(2) Montrer que le vecteur
v = (a,b, C)(0,1,1)
est tangent a (C) si et seulement si b =0
EXERCICE 5.8. Soit
j: R — R2
t = (z(t) =t,yt) =t2+1)
et soit M =1Imj
(1) Vérifier que M est une sous variété de dimension 1 de R?
(2) Soit Uapplication
P: R2 — R?
(2y) — (@ =2y =y—d
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(a) Vérifier que i définit un changement de variable et déterminer
la sous variéte M = (M)

(b) Soit p = (a,b) € M. Déterminer l'application tangente en
Py Uulp t TyM — Tw(p)M,. Expliciter "image de v = (2,0)
au point p = (0,1).

EXERCICE 5.9. Soit f : R3 — R, f(z,y,2) =22 +y? -1
(1) Montrer que C = f~1{0} est une sous variété de R3

(2) Montrer que le vecteur

0 0 0
v = a% + b87y + C&’(O,l,l)

est tangent o C si et seulement si b =0

EXERCICE 5.10. Soit lapplication
j: R — R2
t —  (z@)=tylt)=t>+1)
M =1Imj et soit l'application
P R2 — TRZ
(z.y) — (2 =2y =y—a?)
et M' = )(M)
(1) Vérifier que M est une sous variété de R? et que 1 est un change-
ment de coordonnées sur R?
(2) Donner lapplication tangente v, induite par 1 au point p = (a,b) €
M
onner v au point p pour v = (2,0),p = (0,1) et faites une
(3) D U, int (2,0) (0,1) et fait
illustration géométrique.



CHAPITRE 2

Variété différentielle

1. Introduction

Dans ce chapitre on va introduire la notion abstraite de variétés diffé-
rentielles, c’est a dire, on va définir des objets qui sont en réalité les sous
variétés de R™"P, sans faire reférence aux paramétrisations qui les définissent
mais en s’intéressant a la notion intrinseque. L’exemple suivant explique une
des raison pour ce détour :

Il existe deux types de courbes connexes dans R”, le premier est la droite
R et le sécond est le secrle ST et il n’y en a pas d’autre d’aprés le théoréme
suivant :

THEOREME 1.1. Soit C une courbe connezxe de R™ alors

(1) si C est compacte, il existe alors un plongement ¢ : S — R™ telle
que ¢(S') = C

(2) si C nest pas connexe, il existe alors un plongement ¢ : R — R™
telle que ¢(R) = C.

Ainsi, modulo un plongement il y a deux courbes connexes de R™, d’ou
I'interét de faire une étude intrinséque sur les cercles et les droites. Le point
de vue intrinséque consiste & dégager les définitions et les propriétés sans
faire reférence au parametrage.

2. Atlas

DEFINITION 2.1. Soit M un ensemble. Une bijection x : U C M — O
ot O est un ouvert de R™, est dite carte de dimension n, U est dit "domaine
de la carte”. Si
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alors les fonctions x; = Pyox : U — R sont dites fonction coordonnées.
Pour cela, le couple (x,U) est dit aussi systéme de coordonnées locales

EXEMPLE 2.1. M =R", & =id: R" — R" est une carte de diension n
dite "carte triviale"

EXEMPLE 2.2. M = M,,(R), = : M — R""? définie par z(a;;) =
(@11, anp)

Dans les deux exemples précédents, x est une carte globale définie sur M
tout entier. En général, il n’est pas possible d’avoir une carte globale ayant
M comme domaine car cela voudrait dire qu’au sens de la bijection que tout
ensemble M est équivalent a R™.

DEFINITION 2.2. Soient (z,U) et (y,V) deux cartes locales sur M. On
dit que ces cartes sont C*-équivalentes si lapplication

yoxr t:x(UNV) —yUNV)
est un C*-difféomorphisme entres deuzx ouverts de R™, c’est & dire :

(1) x(UNV) et y(UNV) sont deux ouverts de R™

1

(2) yox~! et z oyt sont de classe C*.
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On dit aussi que (x,U) et (y,V) sont C*-liées ou que yox™" et zoy™!

sont de changements de cartes.

unw

DEFINITION 2.3. On appelle C*-atlas de M sur R™, une collection de
cartes (o, Us)a qui sont C*-lices et telle que M = LU,.
(0%

EXEMPLE 2.3. Soit M = {(z,y) € R? / 2?+y* =1}. On considere

U = {(cosb,sinf)e M /0<0<2r}
V. = {(cosb,sinf) e M | —7m <6<}

les deuz bijections x ety définies respectivement sur U et V par x(cos6,sin ) =

0 et y(cosb,sinf) = 0 définissent deux cartes locales de M. On va vérifier
que

A ={<1‘, U): (y7 V)}

est un atlas de M sur R.
En effet, M =U UV et d’autres part, ces deux cartes sont liées :

z(UNV) = ]0,7[U]m, 27|
y(UnNV) = ]0,7[U] —m,0]
sont deux ouverts de R, de plus l'application
yox~t: ]0,x[U]r, 27 — ]0,7[U] — 7, 0]

0 si 6 €]0, 7|
0—2m si 0€lm2n]

0 —
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est un C*° difféeomorphisme, parsuite les deux cartes sont C-liées et A est
un C*° atlas de M sur R.

3. Atlas maximal-Variétés différentielles

Un atlas permet de définir des systémes de coordonnées sur un ensemble,
cependant, cela n’est pas suffisant : Soit par exemple (R",id) c’est un atlas
formé d’une seule carte sur R mais I’on aurait envie de considérer d’autres
systémes de coordonnées, c’est pour cela on s’interesse a un atlas qui contient
tous les changements de coordonnées.

Soient A et A" deux C* atlas de M sur R”. L’ensemble des cartes de A
et A" n’est pas en général un CF atlas de M carsiz € Aet y € A alors
y oz~ ! peut ne pas étre un diffeomorphisme.

DEFINITION 3.1. Deuz C* atlas de M sur R"™ sont dits équivalents si
leur réunion est un C*atlas de R™.

EXEMPLE 3.1. On va définir sur M = S* un autre altas A" formé de
4 cartes et on va montrer que A est équivalent o A Uatlas de deux cartes
introduit dans l'exemple 2.3. On considére les cartes suivantes sur M

Ui = {(z,y)yeM / z>0}

Uy = {(my)eM |/ y>0}

Us = {(z,y)eM / z<0}

U = {(my)eM [ y<0}

4
On a M = «HlUi et soient les bijections x; : U; —] — 1, 1[ données par

$1($,y) =Y
372(:1:7?/) = Z
$3($7y) =Y
$4($7y) = Z

ces cartes sont deuxr o deux liées, mais on va présenter dans cet exemple la
vérification de [’équivalence entre (x1,U1) et (x2,Us). On a

1‘1(U1 N Ug) :]0, 1[; CL‘2(U1 N Ug) :]0, 1[
sont deux ouverts de R et x9 0 mfl est donnée par

zooxyt: ]0,1[ — ]0,1]
t —  s=V1-1¢
est un C®°-difféomorphisme et parsuite A" est un C* atlas de M sur R.
Pour montrer que A~ A il suffit de montrer qu’une carte de l'un est

liée a une carte de autre, par exemple on va montrer que (z,U) de A est
C™ liée a (x1,U) de A en effet, on a UNUy = AU B avec

A {(x,y) €M | x>0 ety>0}
B = {(z,yye M / z>0ety<0}
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il en vient que (U N Uy) =0, Z[U]2E, 2] et 21 (U N Uy) =)0, 1[U] — 1,0[ qui
sont deux ouverts de R et x1 o ™! est donnée par
zyoxt: ]0,2[U)3E, 27 — ]0,1[U] —1,0]
0 — sin 6

qui est un C'*° difféomorphisme et parsuite les deux atlas sont C*° équiva-
lents.

DEFINITION 3.2. Si A est un C* atlas de M alors A = 11 A est le

A ~A

seul C* atlas contenant A et n'est contenu dans aucun autre atlas, il est dit
le C* atlas mazimal,

DEFINITION 3.3. Le couple (M, A) est dite "variété différentiable” de
classe C* et de dimension n. Lorsque la variété est de classe C® on dit
qu’elle est une variété différentielle.

4. Fonctions différentiables

DEFINITION 4.1. Soient M et N deux variétés de classe C*. Une appli-
cation f de M dans N est dite de classe C" (r < k) au point p € M, s’il
existe une carte (x,U) autour de p et une carte (y,V) autour de f(p) telle
Uapplication

yofoat:a(U) — y(V)

est de classe C" au point x(p)

i}
)
B
x(U)Q % )
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REMARQUE 4.1. Cette définition ne depend pas du choix des cartes : en
effet, si on prend z et y/ d’autres cartes autour de p et f(p) repectivement
alors on a

yofor t=(yoy o(yofor o(zoa )
avec (y oy~ et (x oz "Nsont CF | ainsiy o fox ~! est de classe C".

DEFINITION 4.2. Une application f de M sur N est dite difféomorphisme
de classe C" si f est bijective et f et f~1 sont de classe C".

PROPOSITION 4.1. Soient M et N deuzx variétés de classe C* et f :
M — N une bijection, alos : f est un difféomorphisme de classe C* si et
seulement si f échange les atlas c’est a dire : siy € A(N) alorsyof € A(M)
et si x € A(M) alors x =yo f avecy € A(N).

DEMONSTRATION. Supposons que 'on a I’équivalence : y € A(N) <
yo f € A(M), montrons que f est un C* difféomorphisme. Soit y € A(N)
donc yo f € A(M) et donc yo f est C* liée & toute carte x € A(M).C'est a
dire, pour tout = € A(M) on a (yo f) oz " est C* et prsuite f est de classe
C*. De méme, z € A(M) donc il existe y € A(N) telle que = = y o f, ainsi
yo f est C¥ lice avec toute carte z € A(M) c’est a dire z o (yo f)~! est CF
donc zo f~loy est CF et cela voudrait dire que f~!: N — M est C* et
parsuite f est un C* diffeomorphisme.

La réciproque est évidente. [l
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!

EXEMPLE 4.1. On va considere l'application f : (S, A) — (S}, A)
qui & tout point de S fait correspondre son opposé par rapport o Uorigine.
On rappelle que A et A sont les atlas donnés dans les exemples (2.3) et
(3.1). On propose de montrer que cette application est différentiable en tout
point (a,b) de S tel que b > 0. En effet, soit (a,b) € S* tel que b > 0. La
carte (z,U) de A contient (a,b), donc (a,b) = (cos,sinf) pour § €]0, x|
et z(a,b) = 0. L’image de (a,b) par f est le point (—a,—b) de S*. On a
f(a,b) = (—a,—b) € Uy € A" avec z4(f(a,b)) = —a = — cos @ et finalement :

zgo fox=t: 10,27 — ]—1,1]
0 —  —cosf

qui est une application de classe C°.

5. Topologie sur une variété

Vue qu’une variété généralise R™ il est impérative que la différentiablité
sur les variétés soit une extension de la différentiabilité sur R”. On est donc
amené a introduire la notion de continuité entre les variétés, donc une topo-
logie sur une variété et & montrer ensuite que toute application différentiable
est continue.

PROPOSITION 5.1. Soit M une C*-variété différentiable, (x,U) est une
carte de M et W C U. Si x(W) est un ouvert de R™ alors (zy, W) est une
carte de M de la méme structure différentielle ((x,U) € A alors (xw,W) €
A).

DEMONSTRATION. On va montrer que Z = x/y est C*-lice a toute carte
de A. En effet, soit (y,U’) € A, on a

1

:Eoy_l = (:on_l)/(U/mW)
yozx~ = (yox_l)/(U/mW)

et puisque z oy~ ! et y oz~ ! sont de classe C*, alors il en est de méme pour

Toy et yoz ! parsuite (z,W)e€ A O

PROPOSITION 5.2. La collection de tous les domaines de cartes de A
forme une base de topologie sur M. Cette topologie est dite "topologie in-
trinséque de M "

DEMONSTRATION. On a M = Ul_lAU. Aussi, si U,V € A alors z(UNV)

€
est un ouvert de R" et donc, d’aprés la proposition précedente UNV € A et
parsuite B = {U, / (za,Us) € A} est une base de topologie sur (M, A). O

COROLLAIRE 5.1. Si f : (M, A) — (M', A") est différentiable alors f

est continue.
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DEMONSTRATION. Soient (z,U) et (y,V) deux cartes de M et M’
respectivement. On a g = y o f oz~ ! est différentiable, donc g est continue.
D’autre part,

z:U—2U)=0
est bijective. Si O est un ouvert de R” alors W = z=1(O N O') est une
carte de M (car z(W) = O N O’ est un ouvert de R™), donc c’est un ouvert
et parsuite z est continue. Aussi, si W est une carte de M donc un ouvert
de M, on a (U N W) est un ouvert de R"™ car U et W appartiennent a
un méme atlas. Parsuite & est un homéomorphisme. De méme y est un
homéomorphisme. Finalement, on a y o f o z~! est continue, y et 2! sont
continues et parsuite f est continue. (I

Dans la démonstration précédente, on a dit que si (z,U) est une carte

de M alors  : U — O = z(U) est un homéomorphisme relativement a la
topologie intrinseque 75s. Le probléme qui se pose ensuite est le suivant : Si
(M, T) est un espace topologique et si 'on définit sur M une structure de
variété qui induit la topologie intrinséque 7ps. Dans quels cas (relativement
aT)at-onT =Ty?

Il est claire que si 7 = 7j; alors les cartes de M qui sont 7y homéo-
morphes sur des ouverts de R™ doivent étre des 7 - homéomophes. On va
montrer dans la proposition qui suit que la réciproque est vraie.

PROPOSITION 5.3. Soit (M,T) un espace topologique. On suppose que
M est munie d’une structure de variété et soit Ty la topologie intrinséque
de M. On a : (T = Tyy) si et seulement si (il existe un atlas sur M dont les
cartes sont des T - homéomorphes avec des ouverts de R™)

DEMONSTRATION. On va supposer que les cartes de M sont des 7 - ho-
meéomorphismes, montrons d’abord que Ty; C 7 : Soit U C Ty et soit (z, W)
une carte telle que WNU # ¢, ona WNU € Ty done xyaw : UNW —
O € Tgn est un T-homéomorphisme et donc UNW = (z,yqw) 1(0) € T,

sachant que U = WI_IA(U NW) on adonc U € T et prsuite Ty C 7.
€

Réciproquement, montrons que 7 C T : Soit U € T et soit (x, W)
une carte de A telle que U' N W # ¢. Comme W € Ty on a alors W € T
et donc U' N W € T, or les cartes de M sont 7 - homéomorphes, ainsi
x(U N W) est un ouvert de R™ et donc U "N W est une carte de M donc
U NW € Ty 1l en vient que U’ = WueA(U’ NW) e Ty, doa T =Ty O

La construction précédente nous meéne a la définition d’une variété to-
pologique

DEFINITION 5.1. Soit M un espace topologique. On dit que M est une
variété topologique de dimension n si pour tout point p € M il existe un

voisinage ouvert de p et un homéomorphisme x de U sur un ouvert O de
R™.
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6. Germes

On note par C"(M) = { f : M — R de classe C"}, le quadriplet
(C"(M),+, ., X) est une algébre pour les lois habituelles :

(f+9)p = fl)+9)
A)p = Aflp)
(f x9)p f(p) x g(p)

pour tout p € M.
Soit p € M et f: U — R une fonction définie sur un voisinage de p.
On dit que f est une fonction locale au point p. On note par

Fp(M) = { f une fonction locale en p qui est de classe C" en p}
Pour tous f,g € F;(M), c’est a dire
f:U—Retg:V—R

sont deux fonctions C” en p I'addition, la multiplication e la multiplication
par scalaire sont définies sur U NV par

AM+upug: UNV — R

p —  AM(p) + pg(p)
fxg UNV — R
p - f(p) x 9(p)

ne font pas de F; (M) une algebre, car par exemple si U # V on a
f+(=f):U—Retg+(—g):V—R

ne sont pas égales et donc 0 'élément neutre n’existe pas dans F; (M ). Pour
bien définir ’élément neutre il faudrait se restrindre sur I'intersection :

On introduit la notion de germes de fonctions locales, on définit sur
Fp (M) la relation d’équivalence

f~gsietseulement si 3IW CUNV / fw=gw)

Toute classe d’équivalence est dite germe de fonction locale de classe C” en
p-On note par C"(p) = Fy(M)/ ~ et (C"(p),+,., x) est une algebre, dite
algébre locale au point p des germes C”.

6.1. Notation. Si f : R” — R est une fonction différentiable au point
a= (a1, -+ ,a,) € R" on note par

Y flar,...,a;+h,---ap) — f(a)
(sz)a—}llir(l) h

On a
D;(fog)a=(Dif)g(a) *x (Dig")(a) = E [(Di f) g(a)-(Dig") ()]
—_— Y~

1xn nx1 !

pour tout g : R™ — R".
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Si f € C"(p) on pose (g{f

)p = D’L(f © x_l)m(p)

—
I 3
o u
-
% p
o foxt

y ()

De méme, si g : M — N est une fonction différentiable en p € M c’est
a dire il existe une carte (z,U) autour de p et une carte (y, V') autour de g(p)
telle que y o g o ™1 est différentiable en z(p). On va noter par ¢/ = 3/ o g.
Pout tout f € C"(g(p)) on a

o(f o "9 g’
(%xig)b = Z((%é)g(p)’((;;i)p

Jj=1
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7. Exercices

EXERCICE 7.1. On considére le cercle unité de R%, S'. On admet que
A={(Ui,¢;);i =14} avec

U = {(z,y) (z,y) =y
Uy = {(z,y) €8hy>0} gy(z,y) =2
Us = {(z,y) € Sz <0} g3(z,y) =y
Uy = {(z,y) € Sy <0} gylz,y) =x

est un atlas sur S*.  On considere Uensemble A* = {(Un,¢n), (Us,¢g)}

avec Uy = {(z,y) € Sty # 1} et Us = {(z,y) € Sty # —1}, ¢n et g
sont les projections stéréographiques depuis le pole nord et le pole sud de S*
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respectivement :

A A

(N (D
Ny N

(1) Vérifier (en utilisant le théoréme de Thalés) que oy (z,y) = 1

v

pour tout (x,y) € Uy et pg(x,y) = 1i—y pour tout (x,y) € Us

(2) Montrer que A" est un C* atlas sur S*

(3) Montrer que A et A’ sont équivalents. (Contentez vous de démontrer
par emple que (U, py) et (Un,n) sont équivalentes

EXERCICE 7.2. Soit

U = {(sin27rs;cos27rs)€51, s €]0; 1]
vV = {(sin27rs;cos27r3)eSl7 s €5

N ——~

[}
(U Vv — R

(sin27s;cos2mws) — s

9

P U — R
(sin27s;cos2mws) — s
(1) Montrer que A = {(U, ¢); (V,¢)} est un C®-atlas de S*
(2) On rappelle que A1 = {(U;, p;);i=1---4} avec
U = {(zy)
Uy = {(z,y)
Us = {(z,y) €82 <0} ps(z,
Us = {(z,9)

est un atlas sur S*. Vérifier que A et Ay sont équivalents (contentez
vous de vérifier cela avec (Uz; ps)).

EXERCICE 7.3. Soit S? = {(x,y,2) € R3 | 2%+ y?+ 22 =1} la sphére
unité de R3. A = (0,0,1) et B = (0,0, —1) sont les poles nord et sud de S*.
On considére l'application

uw:U=5"\A — R?
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qui & tout point m = (x,y,z) € S?\A fait correspondre le point u(m) =
(u1,uz) d’intersection du plan oxy avec la droite Am

(1) Trouwver l’équation paramétrique de la droite Am , en déduire que :u; =

xr . — _Y
T2 U2= 7175

(2) De méme, on considére l'application v : V = SP\B — R? qui @
tout point m = (w,y,2) € S?\B fait correspondre l’intersection
v(m') = (v1,v3) de la droite Bm' avec le plan oxy. Exprimer vy, vo
en fonction de x, vy, z.

(3) Dans cette partie on voudrait montrer que 2 = {(u, U), (v, V)}
est un C™ atlas sur S? :

(a) Veérifier que {U, V'} est recouvrement de S*
(b) Montrer que u est un difféomorphisme sur U
u: U — R?
(J?,y,Z) - (u17u2)

(Ind : Vérifier que u3 + u3 = %f;, en déduire une expression
de v, conclure alors que u est bijective et que c’est un difféo-
morphisme)

(c) Vérifier que le changement de cartes

voul:uw(UNV) — v(UNV)

est un difféeomorphisme. (Ind : Prenez (ui,u2,0) € uw(UNV)
et calculer v o u™t(uy,ug,0) ensuite conclure)

(d) On rappelle que S? = f71(0) o f(x,y,2) = 2% +y> + 22 — 1.
Soit mo(xo, Yo, 20) € S? on a

Tmos2 :kerDmof:{(XaKZ) GRS / (Dmof)(X’YvZ) :0}:{(X7Y?Z) €R3/(Vf)m0

N <
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3. _ 0 o) o)
Montrer que le champ sur R® : 7 = —y5- + Thy T 05, est
tangent a S2.
(e) Sachant que
0 _9u 0 | Oup 9
ox — Oz Oup ox Ouo
0 _ 0w 9 | Oup O
oy — Oy Jup dy Ouz
Trouver u.(Z) dans les coordonnées (u1,us)
: o) o) ; o) o) 50017
(f) Exprimer Jup: Dug €N fonction de vi, o, 5-, 5o et déduire

de e) v.(Z) dans les coordonnées (v1,v2)

(4) Montrer que l'injection canonique de S* dans R3 est de classe C™

(5) Montrer qu’une application f : X — S% est C* ssiio f lest.



CHAPITRE 3

Espace tangent

Le but de ce chapitre est de définir la notion de vecteur tangent en un
point p d’une variété

1. Rappel, cas ou la variété est R™

DEFINITION 1.1. On appelle vecteur tangent en p € R™, tout couple (p,v)

ot p € R" et v est un vecteur issu de p. Les vecteurs tangents a R™ peuvent
étre identifiés aux éléments de R™ x R".

Pour pouvoir transporter cette notion sur les variétés, on observe d’abord
que tout élément de R™ x R™ peut étre vu comme le vecteur vitesse d’une

courbe. Si (p,v) € R™ x R™, il existe toute une famille de courbes passant
pas p et ayant v comme vecteur vitesse en p

c’est a dire il existe une courbe C' : I — R" telle que

{C’,(to) = p
C (to) v

On peut faire la construction suivante

: On considére sur ’ensemble des
courbes de classe C'! sur un voisinage de 0 et & valeurs dans R”, la relation

29
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d’équivalence

01 ~ CQ ssi { C}(O) - 02(0)

01(0) = 02(0)

et on définit un vecteur tangent en p € R" par v = [C] avec C(0) = p. "Ce
serait comme si on disait que telle personne est celle dont on voit l'image
dans le miroir."

Un autre point & traiter dans le cas ou la variété est R" et qui nous
aide dans la contruction de notre théorie sur une variété quelconque est la
notion de la dérivée directionnelle d’une fonction réelle définie sur R™ et de
son interprétation géométrique.

DEFINITION 1.2. Soit f : R® — R wune fonction de classe C'. Soit
(p,v) € R™ x R™ un vecteur tangent en p que l'on note par vy,. La dérivée
directionnelle de f dans la direction de v, est

vp(f) =< (Vf)psvp >= Z 8%

o (Vf), est le vecteur gradient de f en p.

Interprétation géométrique : On considére une courbe intégrale de
vp c'est & dire un représentant de la classe d’équivalence (C') tel que

{C,(O) = p
C0) = v

- Z( g Ly
£y
= < Upv (Vf )
Il en vient que la dérivée directionnelle de f selon v, n’est autre que la
dérivée de f le long d’'une courbe intégrale de v, et cette dérivée ne dépend
pas du choix de la courbe. Ainsi, on vient d’établir un dictionnaire entre

les vecteurs tangents et les dérivations des fonctions C! selon une direction.
Cette remarque peut étre consolidée d’aprés les propriétés suivantes :

Up(f +g9) = Up(f) + vp(g)
vp(k.f) = kup(f), keR
Up(f-g) = Up(f)-gp+vp(g)-fp

Nous verrons ci dessous que ces trois propriétés, caractérisent, parmi les
opérateurs différentiels ceux qui sont des dérivations selon une direction. En
d’autres termes, si I’'on a une application

D:C*p) —R
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ot C*(p) est l'algebre locale des germes des fonctions C* en p telle que
D(f+g) = D(f)+D(g)
D(k.f) = k.D(f), keR
D(f.g) D(f)-gp + D(9)-fp

alors il existe un et un seul vecteur tangent v, tel que Df = v,(f).

2. Cas d’une variété abstraite

Soit M une variété différentiable, p € M et C, I'’ensemble des courbes
C :] —e,e[— M dont la trace passe par p. Soit (z,U) un systéme de
coordonnées locales autour de p = C(0). On définit la relation d’équivalence?
sur Cp,

e B " B
1~ U9 SS1 T o Uq . x o (o

On note [C)] la classe d’équivalence définie par la courbe C' et T),M ’espace
quotient Cp/ ~ .

DEFINITION 2.1. La classe d’équivalence [Cp] est dite "vecteur tangent”
au point p et T,M est dit "espace tangent" a M en p.

Nous allons voir que 7T}, M peut étre muni d’une structure d’espace vecto-
riel de dimension n sur R (n = dim M), ce qui n’est pas évident d’apres cette
définition. L’interét de cette définition est d’une part qu’elle est trés natu-
relle (les vecteurs tangents sont vus comme les vecteurs vitesse de courbes)

1On vérifie facilement que cette défintion de depend pas du choix de la carte
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et d’autre part elle permet une généralisation, la notion de "jet d’ordre k"
(si Pon suppose dans la relation d’équivalence que z o Cy et x o Co ont les
mémes dérivées en 0 jusqu’a l'ordre & inclus). Cependant elle n’est pas treés
maniable et il n’est pas évident par ailleurs que 7}, M soit un espace vectoriel
de dimension n. C’est pourquoi nous allons construire une autre caractérisa-
tion des vecteurs tangents comme celle construite sur les vecteurs tangents
a R™ en p qui est plus algebrique.

DEFINITION 2.2. Soit C*(p) lalgébre locale des germes de fonctions C™
au point p € M. On appelle dérivation en p toute application

X,: C®(p) — R

- Xp(f)
telle que
Xp(f+9) = Xp(f)+Xp(9)
Xp(k.f) = kX,(f), keR
Xp(f.9) = Xp(f)-9p + Xp(9)-fp

On note Dyp(M) lensemble des dérivations au point p

On a une application naturelle
Y T,M — Dy(M)
Ch — X
ou X, est donné par
X,: C®(p) — R ;

f — Xp(f)za(foc)o
On voit facilement que 1 ne dépend pas du choix de représentant. Cela est
immediat avec les notations ci - dessus

S0 =3 (G

=1

dc*

; (0) c’est
a dire de la classe d’équivalence de C. Nous allons voir qu’il s’agit d’une
bijection.

o 'on voit que le resultat ne dépend que de C(0) = p et de

PROPOSITION 2.1. L’espace Dy(M), muni des lois naturelles, est un es-
pace vectoriel de dimension n = dim M. De plus, si (x,U) est une carte au
voisinage de p, alors

(G (o)

est une base de Dy(M) ou
(L) Co(p) — R
f - (%)P = Dp(f © xil)x(p)
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I1 est evident que Dy,(M) est un espace vectoriel. Pour déterminer une
base, on a besoin des lemmes suivants :

LEMME 2.1. Soit f € C®(U), U étant un voisinage convexe de 0 dans
R™ telle que f(0) =0, alors il existe des fonctions g; € C*°(U) telles que

f(lUl,"- 71.71) = szzgl(l‘l? ’xn)
et
i(0) = (Dif)o)

DEMONSTRATION. Soit h(t,z) = f(tx), on a

1 1
Fa) =50 = [ Fhearie = [ SOt

0
et en posant g;(z) = fol (Dif)(tz)dt on obtient le résultat. O
: o) 0
LEMME 2.2. Si(z,U) est une carte autour de p, alors {(55-)ps -+ » (5o~ )p}

est une carte de Dp(M)

DEMONSTRATION. Remarquons d’abord quesi X € D,(M),ona X (k) =
0 pour tout k£ € R, car
X(1)=X(1.1) = X(1).1+1.X(1)
d’ou X (1) =0 et donc X (k) = X(k.1) = kX (1) = 0. Considérons mainte-
nant le cas ot M =R" et p=10. On a
X(f) = X(f-/0) = X(X;2'q)
= Zi(Xﬂfz)gi(Oa)f + 2'(0)X(g:)
S @),

et en posant a; = X (2') on obtient

0
X = Zai(@)p

Ceci montre que la famille {(%)p} est génératrice. D’autre part, si on a

0
6.’1}1 )p
en faisant agir successivement sur z', 22, --- ,z" on trouve a! = 0,a® =

0,---,a™ = 0.1l est facile maintenant de transférer le resultat de R™ & M &
I’aide d’une carte locale O

0
1 P ne_—- —
a( + +a(8x’”)p 0

ProprosITION 2.2. L’application

i T,M — Dy(M)
Ch — X

définie ci dessus, est une bijection
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0

DEMONSTRATION. En effet, elle est surjective : Si X, = Zai(a -
x

)p on

considére alors la courbe C' telle que

d(x o C) 1 n i
T‘tzoz(a y o, a ):Zaei

(e;) étant la base canonique de R™. On a évidemment ¢ ([C]) = X, car

X)) = S,
et
w(ODf = &(7o0) = (5,

= Zai(gjj)p

D’autre part, ’application 1 est injective : Si on a

d(foC)
dt

d(fol)

o=
ou p = C(0) =T'(0) alors, en prenant pour f les fonctions coordonnées
z' : (voisinage de p) — R

dCZ drl ) N .
i Jo = (E)O c’est a dire [C] = [T]. [

cela exprime que (

3. Variété tangente

DEFINITION 3.1. On appelle espace tangent au point p € M [’espace
vectoriel Dp(M) des dérivations en p de C*®(p).

Par la suite I'espace tangent en p sera noté 1T,M. On pose TM =

L T,M, cet ensemble est muni d’une structure de variété de la maniére
peM
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suivante :

=
D .

Soit
m: TM s M
X,={pX) — »

( U ) est une carte locale sur M, on considére la carte sur M, (¢,U)
ec, U = m 1(U)
¢: U — UxR*"CR™
Xq:Zaz(Bii)q - (ﬁl(Q)v"' 7mn(Q)>a17"' aan)

c’est a dire, les coordonnées d’un vecteur X, sont les coordonnées de son
origine et les composantes de X, sur la {(%)q}. On peut vérifier que la
famille de telles cartes définit bien une structure de variété sur TM de
dimension 2n. Si M est C*, TM est C*~1. En effet, si (z,U) et (y,V)
sont deux cartes de M et (¢,U), (v, V) les cartes sur TM construites de la
maniére ci-dessus. Il s’agit de montrer que si UNV # ¢ alors ces deux cartes
sont C*~1lices. On a 7(U) = U,n(V) = V,7(UNV) Cc n(U)N=(V) =UNV

et donc
UnNnvVcr H(Unv)
Soit ze UNV donc z € 71 ({UNV) et z=m(p) avecp € UNV. On a

v log: UNV) — P(UNV)
(xl(p)f" ’xn(p)’al,,“ ’an) - (yl(p)a"' ’yn(p)vbla"' abn)

ot 3 (p) = (yox H)i(x(p)) = h(z(p)), (en posant h = yox ). Notons que h
est un C* difféomorphisme. Regardons maintenant comment se transforment
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les composantes d’un vecteur.

En effet,.
(2L = Di(f o a Vay = Dil(f oy DNy oz Vap) = 2 (Dj(f o
j=

Y1) (or—1)(w(p))-Di(y © 1)) Ainsi

of of . 0y
(a$i )p = ZJ: -(Tyj)p(axi )ﬂf(P)

0
= Zb’7 si et seulement si Za (8xz)x(p) (agj) -

> bjaaj c’est a dire
)
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Il faudrait montrer maintenant que le changement de cartes est un Cck-1
difféeomorphisme, cela définira donc un atlas A sur m T'M, dit atlas naturel
associé a A. Calculons la différentielle de cette application

oy (Dilyozh |0
D(w ¢)— ( % ‘Dj(yox_l)l )

donc dét D(¢po ¢) = dét ||D;(yox1)||? # 0 ce qui montrer que les change-
ments de cartes sont des difféomorphismes. Noter que si y o 2~ ! est un C*
alors Dj(yoz™1) est un C*=1, ce qui rend 9 o ¢ un C*~1 difféomorphisme.
On a donc montré le théoréme suivant

THEOREME 3.1. Soit M une C* - varété de dimension n munie d’un
atlas A et soit A latlas naturel sur TM associé o A. Alors, A définit sur
TM une structure de variété de classe C*~1 de dimension 2n. De plus, si
(z,U) et (y,V) sont deux cartes sur M telles que UNV # ¢, le changement
de cartes sur T'M est donné par

(@' (p).a') — ((Wor gy D a'Dilyor)] )

z(p

ou avec les notations abrégées

o). Y a (20),)

7

4. Champs de vecteurs

Soit M une variété de classe CF k> 1

DEFINITION 4.1. On appelle champ de vecteurs de classe C™, r <k, une
application C", X qui a tout point p € M associe un vecteur X, € T,M. 1l
s’agit d’une application C”

X: M — TM= UT,M
qeEM

P — Xp S TpM
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telle que ™o X = idp.( on dit que X est une section de ™ ou m est la
surjection naturelle de TM sur M )

Loy N N e e

l \ N, AT e e
Sl N T = — —
A Y R B
S LR R
P ST R TR R B
i 4 rS S
e — e I b
B e S N
N AN

Notation : Les champs de vecteurs sont notés X, Y, Z...Leurs valeurs en
p: Xp,Yp, Zp,...conformement aux notations employées pour les vecteurs
tangents. L’ensemble des champs de vecteurs C* sur M (si M est C™) est
noté x (M)

X(M) est muni naturellement d’une structure de C*°(M )-module pour
les lois :

X+Y: M — TM
p — Xp+Y

et X, Y ex(M),feC>®(M)
fIX: M — TM

p = fp)Xp
Les champs de vecteurs peuvent étre vus comme dérivations de C*(M) :

DEFINITION 4.2. Soit A une k-algébre. On appelle dérivation de A, une
application D : A — A qui vérifie

(1) D(a+b) = D(a)+ D(b)

(2) D(ka) = kD(a)

(3) D(ab) = aD(b) + bD(a)
pour tous a,b € Ak € k

PROPOSITION 4.1. Soit D une dérivaton sur l’algébre C*° (M), f € C*°(M)
et U un ouvert de M. Si f/; =0 alors (Df) ;i =0
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DEMONSTRATION. En effet, soit p € U, K = {p} et ¢ la fonction
C>®(M) telle que ¥(p) = 1, Suppyp C U. Notons ¢ =1 —1). On a ¢(p) =1 et
¢jye =1et f = f.¢. 1l en vient que

Df =¢Df + fD¢

et en prenant la valeur en p

(Df)p =) (Df)p+ f(p)(Dg), =0
car f(p) = ¢(p) =0 O

COROLLAIRE 4.1. Soient f,g € C®(M) telles que f;y = gy aors
(Df) v = (Dg) v

DEMONSTRATION. Il suffit d’appliquer la proposition précédente a la
fonction f —g. O

COROLLAIRE 4.2. Soit D une dérivation de C*°(M) et U un ouvert de
M. Il existe alors un owvert U C U et une unique dérivation Dy de Ce(U")
telle que

(D) g = Dy (frgr), Vf € CF(M)

DEMONSTRATION. Soit U’ C U tel que fur € C>(U") peut étre prolon-

gée en une fonction fE C®°(M). On pose ensuite

DU’fU’ = (Df)|U/
et d’apres le corrolaire 4.1 ceci ne depend pas du choix du prolongement
I (]

REMARQUE 4.1. Cette propriété s’exprime en disant que D est un opé-
rateur local : Son action est déterminée par un opérateur (Dyy) qui agit sur

. , . . .. ’
les fonctions définies uniquement sur le voisinage U .

PROPOSITION 4.2. Les champs de vecteurs peuvent étre identifiés aux
dérivations de C*°(M) : Si X € x(M), on définit la dérivation notée aussi
X par

X: C®(M) — C™®(M)
f - XJ
ou (X.f)p=Xp.f

DEMONSTRATION. Il est facile de voir que X est une dérivation.
Reciproquement, si D est une dérivation de C*°(M), on définit le champ
X € x(M) par
X: M — TM
p - Xp
ou
Xp: C®(p) — C=(p)

f - (Df)p
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avec ]7 est un prolongement d’'un représentant de f (sur un voisinage suffi-
samment petit de maniére qu’il puisse étre prolongé). [l

REMARQUE 4.2. [l est clair que application
D— X

est Uapplication reciproque de l’enoncé de la proposition. Ainsi donc par la
suite on verra les champs de vecteurs X € x(M) comme les dérivations de
C>®(M) c’est a dire des applications

X: C®(M) — C™®(M)
telles que

(1) X(f+9)=X(f)+X(9)

Le corrolaire 4.2 s’exprime en terme de champs de vecteurs

COROLLAIRE 4.3. Soit X € x(M) et U un ouvert de M. Il existe alors
un owvert U’ de M, U cU etun unique X € X(U/) tel que
Xy Sy = X))y, VfeC®(M)
Ecriture Locale : La construction précédente permet d’effectuer les

calculs en coordonnées locales. Si (x,U) est une carte de M autour de p,
quitte a réduire U on définit un champ Xy sur U et on a

(KXol = (X 0y = Xpof = 3

ot a’ sont les composantes de X, sur la base {(%)p} :

i, 0
XPZZG’ (aﬂ)p

En faisant varier p on aura en un point quelconque de U

KXo fu =Y @) () f

o € x(U) est le champ

ozt
2 U — TU
v 9

p — (axi))p

, 0
c’est a dire Xy = Ea’(x)(awi

i 0
X U Za (x)ami
0
oxt’

). On notera aussi

ou par abus de notation X = 3" a’(x)
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PRrOPOSITION 4.3. Siv € T,M alors il existe X € x(M) tel que v =X,

0

DEMONSTRATION. Soit (, U) une carte locale autour de pet v = 3 a' (55

Définissons en tout point g de U

i, 0
quza(axi)q

AR AN
SO LN
AR AR RN
SOOIV
LA
NN
AR NRNARARRN
AR RRVAR RN
AN
NSO NN

Soit f € C*°(M) telle que f(p) =1 et Supp f C U. On définit en tout point

m € M
Y _ f(m)vy, si meU
0 si m¢U
Il en vient que X € x(M) et X, =v. O

4.1. Crochet de deux champs de vecteurs.
DEFINITION 4.3. Soient X,Y € x(M), Uapplication
[X,Y]:C®(M) — C>®(M)
définie par
(X,Y].f=X.(Y.f) = Y.(X.f)
est une dérivation, donc elle définit un champ de vecteurs dit crochet de X
etY.

REMARQUE 4.3. Il est facile de vérifier que le crochet de deux champs
de vecteurs est une dérivation, nous proposons de vérifier par exemple que

(X, Y(f9) = (X, Y].f)g+ fIX,Y]g

)p-
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en effet,
[(X,Y](f.g9) = X(Y.(f9)-Y(X.(f9)
= X((Y.f)g+ (YV.9)f) = Y((X.f)g+ (X.9)
= XY.flg+ Y. )(X.g)+X(Y.g)f+ (Y.g)(Xg)
- Y(X.f)g— (X./)(Yg) —Y(Xg)f — (Xg)(Y.f)

= (X.Y].Pg+ 1.(X. V]
On vérifie facilement les propriétés suivantes :
(1) [X,Y]=-[Y,X]
(2) Identité de Jacobi
(X, [V, Z]] + [V, [2, X]] + [Z,[X, Y]] =0
(3) [X, fY]=X(f)Y + f[X.Y]
(4) [fX,gY] = fX(9)Y — gY (/)X + f.g[X,Y]

Expression du crochet en coordonnées locales :
Soit (x,U) une carte locale et soit les champs

9 ) .
— K _ ] 7 J oo
X_UE:X Y—UE:Y—axjavecX,Y € C®(U)

oxt’
On a, pour f € C*(U)
.0 0 .0 .0 o0 0
_ i N2 r_yi Y (xi iyvir Y9
X, Y].f ;{X 57 V)i f =Y oo (X o f + XY [, o). f}
en remarquant que [%, %] = 0. On obtient

Xy = S L) v L) L

5. Application tangente

Soit f: M — N une application différentiable de classe C, pour tout
point p € M, on définit une application linéaire

(fo)p: TyM — TypyM

de la maniére suivante : Soit g € C*°(f(p)), on deéfinit (f,),X, par son action
sur g

(f*)po‘g = Xp(g o f)

On vérifie facilement que (f),X, est une dérivation de C*(f(p)) et que
(f+)p est linéaire. On définit aussi, point par point, une application

fe: TM — TN
(2 Xp) —  (f(p), (f)pXp
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f« est dite application tangente. On a le diagramme commutatif

™ L TN
™ | ! .
f N

M - N

PROPOSITION 5.1. Soient (z,U) et (y,V) deux cartes locales autour de
p € M et f(p) € N respectivement. Alors la matrice de (fi), dans les bases

0
{@\p} de T,M et {8—yj|f(p)} de TN est

ML ol sl = (51

i
on —j|p = D;(y'o fo mfl)x(p).La matrice de fi est la matrice jacobienne

de l'expression de f en coordonnées locales.

DEMONSTRATION. En effet, soit g € C*°(f(p)). On a

Gl = (oo f)
0 of 7

= ;(8;\;@))(8";!1))

= S WGl

D’ou )
0 of 0

[(f*)p(%h))] = Z(%hﬂ)(y‘ﬂp))
J

yl
O
REMARQUE 5.1. Soient les applications différentiables entre variétés

f+: N — P
et
g: M — N

v €M et (fog)a:TeM — Ty P alors

(5.1) feoge=(fog)«

Cette propriété qui traduit le fait que la jacobienne de la fonction com-
posée est le produit des matrices jacobiennes, se demontre immédiatement

a l'aide de la définition : Soit ¢ € C*°((f o g)z). On a

((fog), = Xu)o = Xy(¢pofog)
(f)g@) © (9:)2Xa)9 = (9x)2-Xa)(@o )
= Xy(¢pofoyg)
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5.1. Interprétation géométrique de ’application tangente. On
va vérifier dans ce paragraphe que si f envoie une courbe (C) passant par p
de M, sur une courbe () passant par ¢ = f(p) de N alors f, , envoie tout
vecteur tangent X, a (C) a un vecteur tangent Y, = f, ,.X, a (y) en q.

For

it

(5.2) { ,((0)) _ f;{p

On a X,(f) = %|t:0 (f o C). Le diagramme suivant nous montre le lien
entre les différents espace

1 5 oTM
lm lm
I % M
On obtient :
C d _ 4 C)=X
ol =53] ge0=x%
et donc Cj o dt‘t ) = Xp = C'(0). On en déduit d’apres 1’équation (5.1)
que
Je p(Xp) = Jfx p(C* 0(%b5:0)
= (feo )*0(*,5 0)
= (Gl (fo0)
qui n’est autre que le vecteur tangent a f(C) en q.

6. Exercices
EXERCICE 6.1. Soit la fonction
f: R? — R
(v,y) — B+ay+y3+1
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(1) Détérminer 'application tangente enp = (x,y) € R? associée a f

(2) Soient p1(0,0), p2(3, 3) et p3(—3 —%) En quels points p1, pa ou
p3, [ est-elle injective ? surjectwe ¢

EXERCICE 6.2. Soit M = {(z,y) € R? / y > 0}, M muni de la structure
différentielle idy; est une variété de dimension 2. Soit

x (9 0
Xy = —o
(=) V(@2 +y?)3 oz " V( x2+y 30y

un élément de T(, , M. On consideére la premiére projection

(z,y)

f+ M — R
(,y) — t=[flzy) ==

(1) Donner la matrice de l'application f, (5, dans les bases {a%, 8%}(
et %‘t de Tiz M et TiR = R respectivement.
(2) Déduire (f« q)Xq pour ¢ = (1,0)

(3) Vérifier que si p, p € M tels que f(p) = f(p) et p # p alors
fe p(Xp) # 1, P (Xp’)

EXERCICE 6.3. Trouver une expression générale du champs X € x(R?)

z,Y)

(1) [2,X] =X et [%X} X

0 0

(2) [% + @’X]

EXERCICE 6.4. On se donne les champs X = :vya + 22 8z etY = ya%
de R3 et soit lapplication de classe C™

f: R3 — R
(x,y,2) — t=uzxy

Calculer :
(1) [X,Y]q,10)
(2) (fX)10)
(3) (X.f)( 1,1,0)
(4) (f« X(1,1,0)
(5) [X, f-Y](l,l,o)
EXERCICE 6.5. On considére le champ X = 2— - 5 —1—3(% sur R3. Que

devient X si on munit R3 de ses coordonnées cylmquues



46 3. ESPACE TANGENT

EXERCICE 6.6. Montrer que les champs X,Y, Z donnés par

o] o) o] o)
I B I i
Zp = (“lgg +25; =Ygz + T

oup=(z,y,2) € S%={(x,y,2,t) € R* | 2% +9? + 22 +1? = 1}, définissent
une parallélisation de S3.

EXERCICE 6.7. Soit f : R2 — T2 la paramétrisation f(0,0 ) = (e, ew,)

et soit X un champ de vecteurs sur R?. Sous quelles conditions le champs
X, resprésente -t- il, relativement & f, un champ de vecteurs Y sur T2.



CHAPITRE 4

Linéarisation des champs de vecteurs

1. Introduction

Toutes les notions dégages dans le chapitre précédent, joueront un roéle
important dans ce chapitre qui présente, essentiellement, 'interprétation
géométrique du probléme de Cauchy. Etant donné un systéme d’équations
différentielles autonéme du premier ordre sur une variété M, existe -t- il un
systéme de coordonnées locales (x,U) dans lequel le systéme s’écrit :

/

! /
r1=12y=0,---,2, =0
et donc posséde une solution affine de la forme
X1 :t+CL1,.’L'2 =az, - ,Tp = an.

En d’autres termes, si X est un champ de vecteurs sur une variété M, existe
-t- il un systéme de coordonnées locales dans lequel, les courbes intégrales
sont une famille de droites paralléles.

4 fi

-._._|___:
\\ ; H‘h—.q}
{

———"|
—
"

Y

LY

Afin de répondre & toutes ces questions, un exposé détaillé est donné qui
développe la notion du flot ainsi que les divers aspects du théoréme de
redressement d’un ou de plusieurs champs de vecteurs.

2. Probléme de Cauchy, flot, groupe & un paramétre

Cas ou M =R":

47
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On considére un systéme d’equations différentielles autonéme du premier
ordre sur un ouvert A de R™, résoluble par rapport aux dérivées :

i‘l(t) = Xl(CC)
(2.1) S
in(t) = Xn(z)

oux € R"™ et

X: A — R7
z = (Xa(@),, Xa(2))

de classe C. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz affrime que (2.1) admet une
et une seule solution maximale sur un intervalle I contenant 0, pour toute
condition initiale g € A, c’est a dire, x = z(¢) telle que z(0) = xo.

Ce théoréme affirme que si z! et 2% sont deux solutions de (2.1) sur les
intervalle I et I» respectivement et qui passent par le méme point, alors
les deux solutions coincident sur I; N Is.En d’autres termes les solutions
sont "paralléles" et ne peuvent pas s’intersecter. La signification de solution
maximale est la suivante :

On note par S ’ensemble des solutions et par I, 'intervalle de défintion
de la courbe z(t) € S. On pose I = U I, c’est un intervalle ouvert. On

z(t)esS
définit ’application

telle que ¢(t) = z(t) on z(t) € S est choisie de sorte que ¢t € I,. D’apres
le théoréme de Cauchy-Lipschitz, ¢ est bien définie et il est clair que ¢
représente une solution du probléme de Cauchy. Cette solution étant définie
sur un plus grand ouvert, on I'appelle solution maximale.

On va noter par ¢(t, zg) la solution de (2.1) telle que ¢(0, z¢) = xg, sur
un intervalle I. Soit s € I et 1 = ¢(s,zp) un point de la courbe ¢(t, xo).
On repose le probleme de Cauchy avec comme condition initiale z1, c’est &
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dire il existe 1(t) solution de (2.1) telle que ¥ (0) = .

&

fﬂl:t, xl:l:'

L J
—

D’aprés le théoréme de Cauchy-Lipscitz, ¢ et ¥ doivent coincider. Ainsi,
1 n’est autre au plus qu’un prolongement de la premiére solution. On éx-
prime ceci par :
{ (p(tw%'l) - (p(t+8,$0)
‘2 (ta ()0(87 370)) - (p(t + s, .’L'())
Pour résumer ce qu’on vient de présenter, on cite le théoréme suivant :

THEOREME 2.1. Soit x'(t) = X (x) un systéme autonéme ot X est de
classe C* (k > 1) sur un ouvert A C R™. Pour tout point x1 de A, il existe
€ > 0, il existe un voisinage U de x1 contenu dans A tel que pour tout point
xo € U, il existe une unique solution du systéme, x = @(t,xo) telle que
©(0) = mg qui est définie pour tout t €] — ¢,¢[, de plus x = ¢(t,zg) est C*
sur] —e,e[xU

On peut transporter ce resultat sur les champs de vecteurs sur R" et
lui donner une interprétation géométrique. On suppose que les objets ma-
thématiques utilisés dans ce chapitre posséde le minimum de régularité, par
exemple on suppose que les champs sont de classe C'.

Il y a un dictionnaire entre les systémes autonomes et les champs de vecteurs
puisque tout champ X sur R™ s’écrit :

X=> X'(x) Bo;
=1

ot les X? sont C' sur R™. Ainsi & X on associe le systéme autonome :

dzy

i = Xiz)
(2.2)

dxn

s~ X,(2)
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Les solutions du systéme (2.2) ne sont autres que les courbes intégrales de
X. Ainsi géométriquement, le probléme de Cauchy s’écrit : pour tout point
xg € U (ouvert de R™), X un champ de vecteurs sur R", il existe une courbe
intégrale unique v(t) de X en xy. C’est-a-dire, une courbe = telle que :

¥(0) = o
23 {1w>= Xe,

THEOREME 2.2. (du flot local) Soient X un champ de vecteurs sur un
ouvert A de R™, pour tout point x¢ de A il existe ¢ > 0 et U un voisinage
ouvert de xo contenu dans A, il existe aussi une famille unique {@;} —cci<e
des fonctions :

e U — ¢U)CA
et ayant les propriétés suivantes :
(1) p: |—egexU — A
(t’ x) - @(ta l‘) = th(JZ)
(2) @g =id et @, , = p; 0 @, lorsque les deux membres sont définis

est C1

(3) six € U, X(x) est le vecteur vitesse de la courbe t — ¢,(x), c’est

a dire
(7)) - %@

DEFINITION 2.1. La famille {p;} _c<i<e ainsi définie dans le théoréme
précédent est dite "groupe locale o un paramétre” associé a X. L’application

p: |—egexU — A

est dite "flot" de X et si xg € U fixé, la courbe t — ¢, (o) est dite "orbite”
de xg.

REMARQUE 2.1. Si ¢(t,x) est définie pour tout t € R, on dit que le
groupe {@,} est global et que X est un champ complet.

Cas out M est une variété quelconque :

THEOREME 2.3. Soit X un champ de vecteurs sur M, de classe CF, k >
1. Pour tout point p de M, il existe un voisinage ouvert U contenant p, il
existe € > 0 ainsi qu’une unique famille de difféomorphismes {p.}, [t| < e :

(2.4) o U — @U)cM

qui vérifient les propriétés suivantes :
p: |—eexU — M

1

W7 ) = plte) =g

(2) po = id et v, 14 = @ 0 @, lorsque les deux membres sont définis
(It| <e, |s| <e, |t+s]| <e)

est CF
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(3) siqe U, X(q) est le vecteur vitesse de la courbe t — ,(q), c’est a
dire
d =X
(Cﬁwt(xq))tzo = X(q)

DEMONSTRATION. Soit p € M et (z,U) un systéme de coordonnées
locales autour de p. En restreignant, éventuellement, U, on peut supposer
que z(U) est un ouvert de R™ ou on peut appliquer le théoréme du flot local.
Il existe un groupe local & un parametre {1, } du champ Xy

(2.5) v |—ee[xx(U) — R

En posant ¢, = 2! 09, on obtient la famille de difféomorphismes locaux
sur M. N

3. Théoréme de redressement d’un champ de vecteurs

Le théoréme qu’on va démontrer peut étre considéré le théoréeme fonda-
mental de la théorie des équations différentielles. Il affirme qu’au voisinage
de tout point non singulier par rapport a un champ de vecteurs (X, # 0), on
peut trouver un systéme de coordonnées locales (x, U) dans lequel X s’écrit

X = 9l C’est a dire que le systéme qui lui est associé devient :
x

! ! !
z1=12y=0,---,2,=0

DEFINITION 3.1. Deux champs de veceteurs X et'Y sur deuzr ouverts U
et V de M sont dits équivalents, s’il existe un difféomorphisme

h:U—YV
tel que hy X =Y.

La signification géométrique de cette définition est la suivante : Soit
y € Vetax=h1(y).Sig et sont les courbes intégrales de X et Y
respectivement aux points x et y alors h,X = Y veut dire que %(h 0, 0
= (y))i=0 = %(wt)tzo et donc h o, o h™! = 1,. Ainsi, h échange les flots
de X et Y

hog, =1, 0h

en d’autres termes, h envoie chaque orbite de X en x en l'orbite de Y qui
passe par y = h(z).

DEFINITION 3.2. Un point xg de R™ est dit point singulier de X € x(R™)
st X (xg) = 0.

DEFINITION 3.3. Un champ X est dit liéaire si ses courbes intégrales sont
des droites. Tout champ équivalent a un champ linéaire est dit linéarisable.

THEOREME 3.1. (de redressement) Tout champ de vecteurs X sur
une variété M est linéarisable au voisinage d’un point régulier p de M
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DEMONSTRATION. Il s’agit de démontrer qu’il existe un systéme de oor-

données locales (z,U) autour de p tel que X = —

83:1 ’

kg

v

X1
iy

Ceci veut dire que dans ce systéme de coordonnées locales le flot de X
s’obtient en resolvant le systéme :

!

i li
:,Ul == 1,$2:O,"' ,CCn:O
dont la solution est
1 = t+a
) = ag
Tn = Qap
c’est lorbite issue de (ai, a2, - ,ay).

Choisissons d’abord une carte (y, V') autour de p telle que

{y(p) =0

0
Xo 371!0

L’idée de la construction des nouvelles coordonnées est la suivante : On
considere le point (0,a2,- - ,a,) € y(V). Par ce point passe une unique
courbe intégrale de Xy . Si ¢ appartient a cette courbe intégrale, on prend
comme nouvelles coordonnées de ¢ les coordonnées (¢,az, -+ ,a,) ou t est
I'intervalle de temps nécéssaire pour aller le long de la courbe intégrale de
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(0,&2,“' 7an) a q.

Fy (TZJ "'Jj’rﬂ)

/ V)
(ﬂfﬂiﬂ'li "'-'ﬂ’ﬂ.:l ,\/
H

b
¥

¥

Plus précisement, on considére le flot ¢, du champ Xy et soit 'application
h: y(V) — R”
(ala"' 7an) - (pal(O,CLQ,"' van)

On va montrer que hy|g = Id en calculant le Jacobien (ng)O. En effet,

pour j >1on a

0

ayj e—0 5

_ hm%(o’”' ,£,0--- 70)_306(0)
e—0 e
Or ¢y = Id donc ¢j((0,---,£,0---,0) = (0,--- ,£,0---,0)" = §".e. Ains
pour j >1lona:

Pour j =1

e—0 £

d ;
- [dt@m]tzo
= (X)o=46

D’ott (hs)o = Id. En particulier h est inversible au voisinage de 0. Il existe
un voisinage U’ de 0 avec U C y(V) sur lequel h est inversible et donc un
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diffeomorphisme. Soit W un voisinage de 0 dans y(V') tel que
h=(hy)t: W — U
est bien définie. Calculons h.X : Pour tout b € W on a
(heX)p = [(hopoh )],
[E(h 0 ;0 h)(b1,~~ ’b")]tZO
[&(ho Pt © Py ) (0,05, b)) 1—o
= %dt(h o h)(t+bl,b2,--',bn)]t—0
(

Y
ce qui montre que si 'on prend comme nouveau systéme de coordonnées
locales (z,U) ou U = y Y (W) et £ = hoy, le champ X deviendra X =
0

—_— O
0x1

4. Exercices
EXERCICE 4.1.  Soit X = $8% + ya% sur A = R? — {(0,0)}. Trouver

le groupe local o un paramétre associé a X et déterminer géométriqguement
Uorbite de (x,y) pour tout (x,y) € A.

EXERCICE 4.2. Soit X = —ya% + :Ca% sur A = R%—{(0,0)}. Trouver le
flot et les orbites de X.

EXERCICE 4.3. Soit X = e*‘”a% sur R2. Trouver le groupe & un para-
metre de X ? Vérifier s’il s’agit d’un groupe global ¢

EXERCICE 4.4. Vérifier si chacun des champs sivants

0 29
=Y5 Y = :L‘ii)

ox 2 0y
ot X,Y € x(R?), est un champ complet. Conclure.

X [X,Y]

EXERCICE 4.5. Soient X,Y € x(M). Interpréter géométriquement (re-

lativement aux flots de X et'Y ), le fait que X,Y commutent, c’est a dire
[X,Y]=0.

EXERCICE 4.6. Soit
§ RxR? — R?
t,z,y) —  (z+ty)
(1) Montrer que 6 est un groupe & un paramétre
(2) Trouver X € x(R?) dont le flot est 0, ,)(t)



CHAPITRE 5

Connexions linéaires sur les variétés

1. Introduction

On considére M une variété de dimension n. Soit m un point de M, on
note T,,, M V'espace tangent a M en m, si (z,U) est une carte autour de m
alors T, M est un espace vectoriel engendré par {0x;}, <ixn .On note T'M la
variété tangente donnée par la réunion ensembliste :

TM = Umen TriM.

Un élément € € T'M est un vecteur tangent & & M en un certain point
m. On appelle champ de vecteurs sur M toute application.

X: M — TM
p — X,eT,M.

On note par x(M) le C*°(M) module des champs de vecteurs sur M ou
Pensemble des sections sur M. Notons que x (M) est engendré par {0x;} .

L’objectif de ce chapitre est de définir une notion de dérivée d’un champ
Y par rapport a un vecteur X, € T,M ( c’est a dire la dérivée de Y le long
d’une "courbe intégrale" de X,). On voit que cela tient a la possibilité de
définir un "transport parallele" des vecteurs.

Dans un premier cas, on considére M = R™, on peut donc définir la
dérivée d’un champ de vecteurs le long d’une courbe en un point p de la
maniére suivante :

DEFINITION 1.1. Soient Y un champ de vecteurs sur R, Y € x(R"),
et (¢) une courbe différentiable telle que c(0) = p. On appelle dérivée de Y en
p le long de (c) :

Ye(h)-Y
dérivée de Y le long de (c) en p := }1Lin% c()hc(O)

On remarque que ceci n’est autre que la dérivée de Y oc:

", Y dck
(1.1) D(Y o¢)—g) = kz_l(w)c(o)(dt)t:o'

55
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dck
Sion pose X* = (——)i—o et on prend X, un vecteur de R" en p et (c) une

courbe intégrale de X,,, définie par :

{ (;‘Z(O) = p
c
T0) = X
La dérivée de Y le long de (c) en p se note :
oY1
(1.2) Dy,Y = Zxk(@)cm)axi.

REMARQUE 1.1. Il est clair que Dx,Y ne dépend pas de (c) mais de

dc
a(O)

EXEMPLE 1.1. Dans R3

Soit la courbe (c) d’équations paramétriques (c) = (t,t%,t2 +1) et
soit le point p = ¢(0) = (0,0,1). SoitY le champ de vecteurs, Y €
x(R?), tel que Y = 2xydx+ (x+ 2)0z. On propose de calculer Dx, Y.

En effet, on a :

dc

Xk =—
dt

Ji=0 = (1,2t,2t) = (1,0,0).
Alors, en appliquant la formule (1.2) précédente, on obtient :

Dx,Y > XF (20 o0y O

Y 0Y:
= (G e X5 D)0y X5 7))
= (anoa]-)tzo
= (0,0,1)
= az)(o,o,n

:/Users/USER /AppData/Local/Temp/graphics /swp0000,s pdr

EXEMPLE 1.2. Dans R2.

Soit la courbe (¢) d’équations paramétriques (c) = (cost,sint) et
soit le point p = ¢(0) = (1,0). Soit Y le champ de vecteurs, Y €
x(R?), donné par Y = x0x+ydy. On propose de calculer Dx,Y.

En effet, on a que :

dc —sint
k _ ®~ _
X = dt)tzo_ < cost >
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Alors, en appliquant la formule (1.2) précédente on obtient :

Dx,Y = 34 X (Gi)e0)0i

(X5 () 0), XF(5%2)e0))
(—sint, cost)

—sint Oz + cost 0y),

= 3?/)17

REMARQUE 1.2.  Dans cette formule, on a fait un abus de notations :
en effet, le vecteur Ye(h) € TemyR™ alors Yooy € TC(O)R”. Donc, on ne peut
pas faire la différence de ces deux vecteurs car ils appartiennent o des espaces
différents. En fait, on "transporte parallélement " Yc(h) en p, c’est a dire
on considére le vecteur TpY c(h) € T,R™ qui a les mémes composantes que
Ye(h). Alors, On doit poser :

. TpYc(h) = Yo
D4 = Jim, h '

Or sur une variété quelconque cette opération n’a plus de sens, car
il n’existe ni un systéme de coordonnées global et canonique, ni la notion des
"vecteurs ayant les les mémes composantes" en des points distincts. Dans
R™, le transport paralléle peut étre défini ainsi :

DEFINITION 1.2. Pour tout champ de vecteurs Y € x(R"), Y est parliéle
st ses composantes Y sont constantes.
0

EXEMPLE 1.3. On considére le champ de vecteurs X = I + 28—. Les
€z Y

composantes de X sont constantes alors X est paralléle, comme le montre
la figure suivante :

:/Users/USER/AppData/Local/ Temp/graphics/swp0000,9 par

2. Connexions linéaires

On définit maintenant les différents axiomes d’une connexion linéaire D
sur l’espace vectoriel R™, qui seront généralisés sur une variété quelconque.

DEFINITION 2.1. Soient X et Y deuzx champs de vecteurs, tels que X et
Y € x(R™). Une connexion linéaire de R"™ est définie par :

D: xR x x(R") — x(R")
(X , Y) — DyxY

On définit DxY € x(R") par :

DxY: x(R") — TR"”
p - (DXY)p = DXPY-
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1l est évident que D wvérifie les propriétés suivantes :

1. DxivZ = DxZ+ DyZ,
2. Dx(Y+2Z) = DxY+DxZ,

3. DixY = fDxY, ¥V X,Y € x(M),
4. Dx(fY) = Dx(fY), V f eC®(M).

Soit M maintenant une variété différentiable. On pose la définition sui-
vante :

DEFINITION 2.2. On appelle connexion linéaire sur M une application
D qui a tout couple de champs de vecteurs X etY € x(M) associe un champ
noté DxY qui satisfait les propriétés suivantes :

1. Dx+yZ = DxZ+ DyZ,
2. Dx(Y—‘rZ) = DxY + DxZ,
3. DyxY — [DxY,VX,Y € y(M),
4. Dx(fY) = Dx(fY), V[ €C®(M).

L’operateur D est dit opérateur de dérivation covariante.

PROPOSITION 2.1. Soient X et Y deux champs de vecteurs, X etY €
X(M) et U un voisinage de M. Alors la restriction du champ DxY sur le
voisinage U ne dépend que de la restriction de X et Y sur U.

DEMONSTRATION. En effet, on montrer que si,
X=X |u
alors
(DxY) lv= (Dx'Y) |v -
Pour cela, il suffit de montrer que si Z |y =0, alors (DzY) |y= 0 et on

pose Z = X — X'. Soit xg € U et f une fonction C* telle que f(zg) =0 et
fleu=1.0na fZ = Z . Par suite, on obtient :

DzY

(DfZY)wo

= [f(20).(DzY)

= 0.
De méme, on montre que si Z |y = 0, alors (DxZ) |y= 0. En prenant la
méme fonction f que ci-dessus (fZ = Z), on trouve :

DxZ)e, = (Dx(fZ))aq
((JXf)IO'Zxo + f(xo)'(DXZ)xo

O

Cette derniére proposition permet donc d’introduire la conclusion sui-
vante :
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Conclusion On remarque que (DxY'), ne dépend que de la valeur de
X en p. Par suite, on pose :

(DxY)p,:= Dx,Y,

ou X est un champ quelconque qui prolonge Xj,.

3. Expressions en coordonnées locales

Soit (z,U) un systéme de coordonnées locales autour de p. On pose :

Daxi axj = FZ’-&'BM
ol Ffj € C*(U) sont dits les coefficients de Christoffel.

Soit X = X0z et Y = Yj(%‘j, ou on ne se sert plus du symbole >
désignant la somme :

DXy = DXiaxi.(Yjal‘j)

= Xl(Daxz(Y]a%))
XDy, (Y70z,)
(Xi%%amj +TE XY Oxy,).

Do,
vk
DxY = (X' %Y

+ T8 XY ) 0xy,.
T

REMARQUE 3.1. St M = R", la connexion ayant les coéfficent I‘fj =0
est dite connerion canonique.

4. Interprétation géométrique

Soit ¢: Ja,b] — M une courbe différentiable sur M. On appelle
champ de vecteurs le long de (c¢), est application V' qui a tout point ¢ € |a, b]
associe un élément V; € T, M. Ceci est plus général que la restriction d’un
champ de vecteurs de M a c(t).

Si (x,U) un systéme de coordonnées locales autour d’un point de ¢, ceci
nous permet d’écrire :

Vi = Zvi(t)(axi)c(t)'

K3
On dit que V est C* si 'application :
t - Wf

est C®, pour tout f € C*°(M), ce qui revient a dire que les v*(t) sont C.
Un champ de vecteurs particulier de c est le champ vitesse ¢’défini par :

dc
/ .
= —(0xi) o
dt c(t)
ou ¢ est la i composante de x oc. Si une connexion est donnée, on pourra
définir la dérivée covariante de champ le long de ¢ de la maniére suivante :

eme
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PROPOSITION 4.1. Soit D une connexion et ¢: la,bf — M wune
courbe C°. Il existe alors une et une seule application

D x(e) — x(o)
|4 - Dc’vva
telle que :
(1) Si V est la restriction d'un champ V e x(M) a c(t) (cest a dire
V =V |y4)), alors DaV = DuyyV),
(2) Da(V+W)=DaV + DWW,
(3) De(fV) =%V + fDoV, pour f € C>(]a,b]).

DEMONSTRATION. Soit : p € ¢(t) et (z,U) un systéme de coordonnées
locales autour de p et soit :

V = 0" ()(025) )

DoV = DC’(Zivi(t)(axi)c@))

(G5 (0zi) ey + ' (t) Der(02i)e(r))
(= (02) (2 + v () Dor 1) (1)
(afz)c(t) + Ui(t)%(Dalj 8372)0(1&)

U
<
=
S -

Par suite,

dv® k det k
v + Fﬂ(dt))%-v’(t))-(@x )e(t)-
Ceci implique que D~V est parfaitement déterminée par la connexion.
Réciproquement, pour montrer ’existence, on définit DoV par cette
formule et on montre que cette définition est indépendante du choix des
coordonnées et satisfait aux axiomes (1),(2) et (3). O

DoV = (

REMARQUE 4.1. §i M =R" et D est la connexion canonique (Ffj =0),
alors on a :

d’l}k k
DoV = dt (833 )c(t)'
C’est a dire si V = (v(t),v2(t), ...... ,v™(t)), alors on a :
dvl(t) dv?(t) dv™(t)
DoV =(———, ——, ...... .
C V ( dt Y dt Y Y dt )

DEFINITION 4.1. Un champ de vecteurs V € x(c) est dit paralléle pour
une connexion linéaire D si D,V = 0.
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Dans la cas ot M = R™ (munie de la connexion canonique), cela signifie
que les composantes de V' sont constantes, ce qui justifie la terminologie.

Dans le cas d’une variété quelconque M, soit (¢) une courbe réguliére.
Donc un vecteur V' € x(c) est dit paralléle le long de (c) si et seulement si :

dvl(t ; j
dv%{; U OGT = 0,
v (t i dcd 12
(4.1) @ TG

WO Lol = 0.

Les composantes de V' sont donc une solution d’un systéme différentiel
linéaire de degré 1 & n équations.

PROPOSITION 4.2. Soit M une variété munie d’une connexion et (c) une
courbe différentiable sur M. Soit Vo € Tyq)M, Il existe alors un et un seul
champ de vecteurs V € x(c) paralléle le long de ¢ qui prolonge V.

DEMONSTRATION. Le champ V doit vérifier le systéme précédent donné
par :

dv® dct .
. — 24t) = 0.
-+ Th(e(t) (1) = 0

il s’agit d’un systéme différentiel linéaire & coefficients de classe C'. Par
conséquent, la solution existe sur tout intervalle [a,b] et en appliquant le
theoréme de Cauchy-Shwartz au systéme (s) cité ci-dessus, elle est unique
pour la condition initiale (V');—, = V. O

REMARQUE 4.2. D’aprés la figure précédente, la notion de vecteurs pa-
ralléles n’est plus la notion classique. Il s’agit alors de wvecteurs parlléles
relativement & une connexion.

REMARQUE 4.3. Dans cet exemple, on remarque que la notion de vec-
teurs paralléles relativement a V rejoint la définition classique de vecteurs
paralléles.

REMARQUE 4.4. Soit M munie d’une connexion et soit V,, € T,M,un
vecteur tangent. Soit v une courbe passant par le point p. Il existe alors un et
un seul champs de vecteurs V€ x(v), paralléle prolongeant V,. Ainsi pour
V. €T, tel que Vo) = V(v(t)), Vi est dit le transport paralléle de
Vp le long de ~ entre p et y(t). On définit alors un isomorphisme d’espaces
vectoriels :
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PROPOSITION 4.3. La donnée d’une connexion permet de définir, pour
toute courbe (c) un isomorphisme

TC)?: Tc(a)M - Tc(t)M

V. — Vc(t).

qui est dit transport paralléle le long de c.

La proposition suivante permet d’exprimer la dérivée covariante & ’aide
du transport paralléle , formant ainsi une interpretation géométrique de la
notion de connexion.

On a en effet :

PROPOSITION 4.4. Soit M munie d’une connexion D, X et Y deux
champs de vecteurs, X et Y € x(M), et soit (¢) wune courbe intégrale de
X sur M c’est & dire

c(0) = p,
d0) = X,
Alors
c hY h) — Y;
Dx,Y = lim TeoY e(h) (0).
h—0 h

DEMONSTRATION. Soit
Zy = 1)1V e(h)
Notons que
Zn =Ye(h).
On a:

k k
OW% Z0Ye(o)

limy,_, = limy_g 7

Or d’apres le théoréme des accroissements finis, il existe un 75 € 0, A|
tel que

dzk
Zy = Z§ + h(ﬁ)'rk
Donc,
T h C — (k) k_ dZ}kL: Tk—
limy, o [( Sl (hh) Yetn) = limp o [Zh . dth) ) YC(O)]

. zyp-vk . dzk
= limy,o(—52) = limpo( 5 ) 7%

. Vi -Yh ) dzk
= limy_o(—",—@) _lllfmh—%)(Tth)Tk
k . dzy
= (22)c0) — limp—o(52) 7k
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dz* . dt? :
i v — J =
(=5 )mh + i (e(Tn)) = (70) 27 (71) = O
(car Z est paralléle le long de ¢);
Donc,
. dz¥ i j
limp—o() e = ~T5(e(0) (%)) Z5(0)
_ dt’ j

Et par conséquent,

AR e(h)— (k)
limy, g [( )oY glh) Y.(0)

REMARQUE 4.5. Soit
f: 10,e] — T,M
h — T )RYc(h)
Alors, f'(0) = limp_0 M = Dy,Y.

5. Torsion et Courbure

DEFINITION 5.1. On appelle torsion de la connexion linéaire D le tenseur
T € ®3(M) cest a dire

T: (M) x x(M) — x(M)
est C*°(M) bilinéaire, défini par
T(X,Y):=DxY — DyX — [X,Y].
DEFINITION 5.2. On appelle courbure de la connexion linéaire D le ten-
seur R € ®3(M) clest a dire

R: x(M) x x(M) x x(M) — x(M)
est C°(M) multilinéaie, défini par

R(X,Y)Z := DxDyZ — DyDxZ — Dix y|Z.

REMARQUE 5.1. D’aprés la définition-méme, on a les propriétés de
Uantisymétrie :

T(X,Y)=-T(Y,X) et R(X,Y)Z = —R(Y, X)Z.
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Par conséquent, pour avoir I’expression en coordonnées locales, il suffit
de calculer T'(0z;,0xj) et R(Ox;, 0x;)0x, tel que i # j.

PROPOSITION 5.1. Soit (x,U) un systéme de coordonnées locale. On a :
(1) T(ami,aa:j) = (Ffj — F?Z)a.’l?k

h
(2) R(@xz,ax])ﬁmk = (6:91;]3C

ax] +FZ ng r?l.rgk)axh

DEMONSTRATION. T(82,0x) = Doy, 0xj — Doy, 0x; — | Oz, Oxj |
On fera la démonstration de la deuxiéme proposition :

R(0x;,07)0xy = Doy, Doy;0x — DowjDoriOTk — Diog, 02,107k
Comme [0x;, 0x;] = 0 alors

R(0x;,03;)0xy = Day, (Tl Doy,) — Doy, (I Doy, )
= Dax (ijaa:l) Daxj(rikal'l)

l
yk Doz, — Bzy kOx; — FikDaijaxl
]k zk l h
= o 8xh + ij.ril.al‘h — 8903‘ Oxp — Fik.Fﬂﬁxh

NOTATION 1. On pose :

T =15 —Th
h argbk Fl Fh ar?k,‘ Fl Fh
k k-l - ikt gk
ik gy Tk T g T ik

On a évidemment :

T(0x;, 0x;) = Ty:0xy,

R(9xi, )y = Rij 1,0,
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6. Courbure et Transport Paralléle

DEFINITION 6.1. Un champ X sur M est dit paralléle relativement a
une connexion D si

DxY =0, VY € x(M)

ProroOSITION 6.1. Un champ X est paralléle si et seulement si la res-

triction de X sur toute courbe (c) est parallélele long de cette courbe .

DEMONSTRATION. Soit (¢) une courbe quelconque; on a :

(Do X |o)e = Dy X
Donc, si X est parallele, puisque Dy ;X = 0 V¢, on aura

DuX |.=0
C’est a dire X est parallele le long de c.

Réciproquement, supposons que la restriction de X & une courbe quel-
conque soit parallele .

Soit g € M et Yy, € T,,M

. Y3y =0 alors Dy, X=0
2. Yy, £0,
On considére la courbe intégrale (c) tel que

{om 2

Donc, on aura :

DYzoX = Dc’(O)X = (DC’X ‘C)O
O

PROPOSITION 6.2. Soit U une carte d’une variété M eAutour de xg un
point de M. Alors la restriction de la courbure sur U est nulle si et seulement
st tout vecteur Vo € T, M peut étre prolongé par parallélisme en un voisinage
de xo (c’est a dire 3U" C U et Xex(U') parallele tel que X, = V).

DEMONSTRATION. Dans cette démonstration, il s’agit d’étudier l'inté-
gration du systéme

0xX“

( Oxg

+T%,(2)XYP =0
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C’est a dire

oxX~

_ 1oy
oxB T, X

avec la condition initiale X*(zg) = V)
D’apreés le théoréme de Fubini, la condition d’intégrabilité s’écrit :

«a a
arﬁ’y X7 + e 0X7 _ 8FN7X7 e 0X7

Oz B oxn — OxB HY Ogh

C’est a dire

F%W X7 a Y oyl arloj’Y a B
pyer —i—FB,Y(—I‘#ZX ) = 528 +Fw(_rﬂl)

Donc, Rz‘Ble =0

Ainsi, si R |[p= 0, la condition d’intégrabilité est satisfaite sur U pour
tout X'!. Parsuite pour tout zy € U et pour tout Vp € T,,U , il existe
un voisinage W de xy dans U et une et une solution X € x (W) telle que
Xxo =W

Réciproquement, soit U un voisinage de M et supposons que tout vec-
teur Vy € T,,,U peut se prolonger par parallélisme en un champ X sur un
voisinage W C U (X est parallele tel que Vp € Ty, U).

On aura sur W

R(Y,Z)X = DyDzX — DzDyX — Dy, 51X

VY, Z € x(W) c’est a dire

(R(-,)X)z=0

En particulier en prenant r = xg
R(-)Vo =0
Comme Vj est arbitraire, R,, = 0, mais ¢ est arbitraire sur U alors

R|y=0.

REMARQUE 6.1. On propose de calculer la courbure de ¥V pour vérifier
si l’on peut prolonger V4 non seulement le long de v mais localement dans
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d’autres dimensions. En effet :
(

R(0y,02)0z =0

ainst R = 0. Parsuite, V4 est prolongeable dans toutes les directions.

7. Exercices

EXERCICE 7.1. Soit D la connexion canonique sur R?et L le tenseur tel
que L € @3(M), c’est a dire

L: x(R") x x(R") — x@®R"),

(une application bilinéaire). On donne L}, = 2x , L3, = xy et les
autres coefficients sont nuls.

(1) Vérifier que V = D + L est une connexion.
(2) Donner les coefficients de Christoffel de V.
(3) Calculer VxY ot X =z0zx et Y =y20x — 20y.

EXERCICE 7.2. On se donne dans R3 la courbe v(t) = ( t, t, t )
Soit Vo = (1, 2, —1) etV la connexion sur R? tel que T'ly = z et les
autres coefficients sont nuls. On propose de calculer le champ de vecteurs
V(t) € x(v) paralléle qui prolonge Vj.

EXERCICE 7.3. On se donne dans R?, la courbe v(t) = (¢, 1, 2 ) et
V la connexion sur R? tel que T'l; = ﬁ, I3, = % et les autres coefficients
sont nuls. On propose de calculer le champ de vecteurs V(t) € x(v) paralléle

qui prolonge Va4 =~(0)=(0, 1, 2 ).

EXERCICE 7.4. On considére M = 5? = {(z,y,2)/2* + y* + 2> =1} (la
sphére unité de R®) munie de la connexion D qui est la restriction de la
connexion canonique de R3 sur S?. On considére les deux champs de vec-
teurs X = (cos0)d0 et Y = 00 —sinpdp . On a Tl = sin?p et
I'2, = 1. On se propose de calculer la torsion et la courbure de la connexion
linéaire D, cad T(X,Y) et R(X,Y)X.






CHAPITRE 6

Variétés Riemanniennes

1. Métrique Riemannienne

En géométrie différentielle, la géométrie Riemannienne est I’étude des
meétriques Riemanniennes, c’est-a-dire des formes bilinéaires définies posi-
tives sur les variétés

DEFINITION 1.1. On appelle variété Riemannienne un couple (M, g) ow

(2) surM tel qu’ en tout
point x© € M, g, est un produit scalaire sur T, M (cad une forme bilinéaire,
symétrique, définie et positive).On notera aussi :

gx(Xa Y) = <X’Y>z :

g peut étre vu comme un champ de tenseur symétrique sur M, c’est a
dire :

M est une variété C*®et g un tenseur de type

g: x(M) x x(M) — C*(M).
une forme bilinéaire, symétrique, définie et positive.
THEOREME 1.1. Théoréme fondamental de la géométrie Riemannienne :

Sur toute variété Riemannienne (M, g), il existe une et une seule connexion
linéaire D a torsion nulle telle que :

Dg = 0.

DEMONSTRATION. On cherche & trouver une connexion D qui vérifie :

(L.1) X(Y,Z) = (DxY,Z)+ (Y,DxZ)
(1.2) DxY — DyX = [X,Y]
pour tous X,Y,Z € x(M)
Unicité :

Supposons qu’une telle connexion existe alors on tire par permutation
circulaire

o [ YAZX) = (DyZ,X) + (2, Dy X) (11
() { ZAX.Y) = (DX, Y} + (X, DY) (1)

69
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En résolvant le systeme (5), (1) + (1/) — (1”) on a :

A = XY, 2)+Y.(Z,X)—Z(X,Y)
= 2(DxY,Z)+ (DxZ — DzX,Y) + (DyZ — DY, X) + (DyX — DxY, Z)

En utilisant la condition (1) du Théoréme fondamental de la géométrie
Riemannienne, on note

(DxY,Z) = X.(Y,Z)+Y (Z,X)—-Z(X,Y)

(1.3) +([X,Y],2) — (X, 2],Y) — (Y, 2], X)

Puisque la métrique est non dégénérée, cette formule détermine bien
DxY, ce qui prouve l'unicité .

Existence :

Pour montrer l'existence, on définit DxY par la formule (1) et 'on
montre qu’il s’agit bien d’une connexion linéaire qui satisfait aux axiomes 1
et 2. ([

2. Calculs en coordonnées locales

Soit (x,U) un systéme de coordonnées locales autour d’un point p €
M .On note :

0
On peut donc introduire la matrice symétrique suivante :

gir - Gin

9= oo
gn1 " Gnn

Les coefficients de la matrice Riemannienne sont appelés les coeflicients
de la métrique dans la carte (z,U).

On propose de chercher les cefficients de Christoffel de la connexion de
Levi-Civita

associée & g. On a :

< Daxi axj,a:lik > = < Féjaml,al‘k >
= F%j < 6%1,8&% >
= Fij gik-
Ainsi,
8 8 _ 1,998 09a 9943
< Dazaa OxB’ Oz > = 5( 8:507 + 8:(:/;Y T oxY )

C’est a dire
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1% 0 0 _ 1 895"/ aga'y o agaﬁ
<Posgemioer > = 3(Gue + 508 — aa7)
En posant
_ w
Lagy = gwraﬁ'
On obtient :
_ 1,998 99a 99ap
Faﬁv - 5(833"7 + Bm/; - am)

Ce qui détermine les coefficients de la connexion. Les fonctions I'ngy
sont appelées Symboles de Christoffel de 1lére espéce et les I’ Zﬁ sont dits
Symboles de Christoffel de 2éme espéce.

Dong, il faut finalement retrouver les coefficients de la connexion linéaire
de 2éme espéce.

< Doy, Oxj,0z1, > = L(0migji + 0zjgr; — OTkgss)
_ ;(897]-;@ Ogui _ %)
- 2 a.’l‘z sz Bxk :
Et finalement,

1 0g; 9an.: 8gis
(2.1) Ty = 29" (G + 3 — 5a).

ou g'* = (gi) ™

n
EXEMPLE 2.1. On considére la métrique canonique surR™ g = Z dx; ® dz;
=1

et la matrice associée est :

0o ... 1
La métrique canonique sur R™ doit vérifier :

9(0z;,0x;) = (do1 @dry+dry @ dxg + ... + de, ® dxy)(0x4, 0x;)
= djj.
Et en appliquant la formule (2), on obtient :
! _ 1, lk(99ik | Ogui _ 9O%ii\ _
Uiy = 397G + 9er —as) =0
D’ou la connexion canonique est la connexion associée & la métrique
canonique .

EXEMPLE 2.2. On va considérer une autre métrique sur R3 définie par :
1422 0 0

g = 0 1 0
0 0 e*
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Comme g est une matrice diagonale alors I'inverse de g est donné par :

1422 0 0
gt = 0 1 0
0 0 e~
D’aprés 1’équation (2) on trouve :
Iy = %911(233) = ﬁ:ﬁ,
M, = 390 =0,
ry, = I'l = 0.

La torsion étant nulle donc V est symétrique, c ’est & dire Ffj = F?Z

3. Interprétation géométrique

DEFINITION 3.1. Une connexion linéaire D sur (M, g) est dite compa-
tible avec la métrique si le transport paralléle le long de toute courbe (c) de
M ,conserve le produit scalaire c’est a dire si ['application

TS Tc(a)M — Tc(t)M

vérifie :
< Vg, We > = < TiVq, TEWq >
Ou encore si et seulement si pour tout couple de champs paralléle v, w le
long de (c)

0
§<

v,w > = 0

9

LEMME 3.1. Une connexion D est compatible avec la métrique si et seule-
ment si pour toute courbe (c)et pour tout couple de champs v,w, ¢’ est a dire
v,w € x(c), on a :

d D D
1 R Hw
(3.1) dt<v,w> <dt,w>+<v, dt>

(ot on a : %v =Duv)

DEMONSTRATION. Si la condition (3.1 )est vérifée, pour tout champs de
vecteurs v et w paralléles le long de (c), on a

B - -
D’on,
L <¥,w> = 0
Réciproquement,soient P1, ..., Pn n champs paralleles le long de (c) et

orthonormales en ¢(0), (donc en tout point, puisque D est compatible avec
la métrique). Par la construction, il suffit de prendre une base orthonormée
en c (o) et la transporter par parallélisme pour avoir une base orthonormée

sur x(c).
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On a
m . —
T =) V()P
i=1
LS —
@ =S wi(t)F,
j=1
Donc ,
m
<V, W >=) ol(tw(t)
i=1
Ainsi :
m
(3.2) L0, W) = D (VO (E) + v (tw'(t))
i=1
D’autre part,
m N m
Dv _ dv' . DP;
o= D wRtY v
=1 =1
_ dv' .
= 2 @h
i=1
Et de la méme fagon on calcule :
m
Dw _ dwl I
T;EU - Z Lt J
j=1
Parsuite,
= - T ; — U i —
(Fw)+ (7. 5) = X 4Pw@+ o4 R
i=1 j=1
m — m P —
= Y WPwit)+ Y vit) L P
i=1 i=1
m .
dv®, i d
-y ( i (t) +v’(t)d—“;>
i=1
= 4/(7,w) d’apres (3)
O
On va admettre le résultat suivant :
COROLLAIRE 3.1. Une connexion linéaire D sur une variété Rie-

mannienne est compatible avec une métrique g si et seulement st Dg =0
EXERCICE 3.1. On considére R3 muni de la métrique
g = (14+2?)dz®@de+dy®dy+ e*dz®dz

(1) Calculer les coefficients de Christoffel associés a g.
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(2) Soit
r=1t
Yt)=q y=1
z=1t

Transporter parallelement le vecteur ‘_/(1, —1,2) le long de ~

SOLUTION 1. 1.Comme g est une matrice diagonale alors linverse de g

est donné par :

1
X 7z 0 0
g - = 0 1 0
0 0 e*
Ainsi, g doit vérifier la formule suivante
Jg, Gk 9gi;i N —
I‘éj = %g“’“(%ﬁc + % — %}Z) pour k=1,2,3 o g"* = (gi) "
On obtient
1. )
I%l ?gii(zx) 1f$2
'y = 39 0 =0
F%l = F%Q =0

Aussion a: F%g = %gn(O) =0="TI5et 1“§3 =1

2.Soit la courbe

T=1
1) =9 y=1
z=1
V; transport parallele le long de () :
Le champ
Vo€ x(M)

parallele qui prolonge V,(1,—1,2) en A =v(0).

On propose de vérifier que (vy, wy) = (vg,w,) ce dont on est sar, car g
est adaptée a D.

En effet,

Vo= o)+ g P05 € x()

Pour que le champ V' € x(v) soit parallele le long de () il faut qu’il

vérifie le systéme suivant :

dv?! idyY 1
ar Ul =0

do™ idy
a TV =0

On résoud le systéme suivant :
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do! 1dytp1
ar T g Tn =0
w? _
d 3 dtd_3
dv? 3dy 3
ar Ty =0
Apres remplacement on trouve :
dvl 1 1
v + v 132 = 0
v2 = constante = a
3
dst +d3xi=0

2=
ainsi dv”g,S = —% donc Inv? = —%t + b ¢ ’est a dire
v} =Ce 2
De méme (%lel = _tl—(ii-tﬂ parsuite Inv! = —%ln (1 —|—t2) + ¢ de plus
1_ k
Inv' =1In NiETE
donc
1 k
v =
V1412
V prolonge V, = (1,—1,2) en A=~(0),V, = (K,a,c) =(1,-1,2)
Par conséquent on a :
_t
Vi = \/#% - 6% + 2e 2% € x(v) prolonge V,
— 1 —1
Donc V; = (m,—l,Qe 2)

d’ou V; = 74V,.Donc, D adapté & g conserve le transport paralléle

<TV17TV2>)t = <V17V2>)t0

4. Tenseur de courbure sur une Variété Riemannienne

Soit (M, g) une variété Riemannienne pour tous X,Y, Z, T € x(M) On
pose :

R(X.Y,Z.T) = g(R(X.Y)Z,T)

Propriétés : Le tenseur R d’une variété Riemannienne (M, g), munie de la
connexion canonique D), vérifie les identités suivantes :

(1) RX,Y)Z + R(Y.X)Z = 0

2) RX,Y)Z + R(Y,Z) + R(ZX)Y = 0
(3) R(X,Y,Z,W) + R(X,Y,W,Z) =
(4) R(

0
4) R(X,Y,Z,W) — R(ZW,X,Y) = 0



76 6. VARIETES RIEMANNIENNES

DEFINITION 4.1. soit (M,g) une variété Riemannienne, munie de la
connexion canonique D, x € M et P, un 2-plan de T, M c’est a dire un
sous espace vectoriel de dimension 2; la courbure sectionnelle de M en =
le long de P, est le réel :

R(el,e2,el,e2)
G(el,e2,el,e2)

k(Pz) = —

ot {e1,ea} est une base de P, o
G(X,Y,Z,T) = |X[Px[Y|*-(X,Y)* G(X,Y,X,Y)

REMARQUE 4.1. On rappelle qu’un double 2-forme sur une variété M
est un tenseur €0 de type (2) qui posséde les propriétés suivantes :

(1) QX,Y,Z2,W) = -Q(Y, X, Z,W)
2) QX,Y, Z,W) = —Q(X,Y, W, Z)
EXEMPLE 4.1. (Double 2-forme). Soit (M, g) une variété Riemannienne :

G : x(M) x x(M) x x(M) x x(M) — R

(X , Y , Z , W) —  GX,)Y,ZW)=g9(X,2)g(Y, W) —g(Y, Z)g(X

1l est facile de vérifier que G est une double 2-forme .

REMARQUE 4.2. Si X,Y sont deux champs de vecteurs, ¢’ est a dire
X, Y eT,M, ona:

GXY, X,Y) = [ X|* < [[Y]* = (X,Y)* G(X,Y,X,Y)

représente donc l'aire du parallélogramme engendré par X et Y. Donc, si X
et Y sont linéairement indépendant , on a G(X,Y, X,Y) # 0.

DEFINITION 4.2. Une variété Riemannienne (M, g) est dite a courbure
constante si la courbure sectionnelle k(Px) ne dépend ni de P, € T, M ni
de x.

EXERCICE 4.1. On va montrer dans cet exercice que la courbure section-
nelle d’une sphére est égale a 1.

SOLUTION 2. On a :

R(el,e2,el,e2)

b= G(el,e2,el,e2)
avec
el = 0¢
e2 = 00

On calcule R(9¢,00,0¢,00), on peut consulter 'exemple (2.3) dans la
section Exemples de géodésiques.
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R(0¢,00,00,00)
R(0,00)0¢

Donc R(0¢, 00, ¢, 00)
On calcule G(9¢, 00, 09, 00)

G(99,00,0¢,90)

Parsuite k(Px

)

7

(R(0¢,00,0¢),00)
Doy Dag0p — DogDpy0¢ — Digg 5409
Dy cot 908 — 0

L 00

2
sin
1¢>

" sin? ¢

911922 — (g12)*
(sin?¢ x 1) — 0
sin? ¢







CHAPITRE 7

Géodésiques d’une variété Riemannienne

1. Définitions - Existence locale

En géométrie, une géodésique désigne le chemin le plus court, ou I'un des
plus courts chemins s’il en existe plusieurs, entre deux points d’un espace
pourvu d’une métrique. Lorsque 'on change cette notion de distance, les
géodésiques de l'espace peuvent prendre une allure trés différente.

Dans tout ce chapitre, M désigne une variété Riemannienne .

On notera < X,Y > le produit scalaire défini par la métrique et la

norme du champ X
IX| = V<X, X5

DEFINITION 1.1. Soit v une courbe lisse définie par
v oo fa ] — M
une application C*®°. (v )est une géodésique de M si :
D,y =0
c’est a dire v (t) est paralléle le long de (7y) .

Avec un peu d’imagination on peut remarquer qu'un vecteur vitesse ne
conserve sa direction que sur les droites. Ainsi dans ce paragraphe, on est
en train d’introduire la notion de courbes équivalentes aux droites de R™.

REMARQUE 1.1. Siy(t) est une géodésique, il en est de méme
pour y(At), VA € R.

DEMONSTRATION. En effet : Pour tout A € R,on pose u = At .
On a:

&y _ dy o odt
du ?t/ du
= 37 @)
vérifie :
Dy () 3D (37 (£))

>

()7 () + XD oy (1)
D'y/(t)fyl (t>

O
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REMARQUE 1.2. Si~y est une géodésique, la norme du vecteur || v/ || est
constante le long de 7.

DEMONSTRATION. En effet, on a : Dg = 0 donc (Dxg)(Y,T) = 0 pour
tout X,Y, T € x(M)

(Dyg)(Z,Z) = 0
Y (Z,7) — Z(DyZ,Z) VY, Z € x(M)

Soit ¥V = % et Z = ~/(t) avec M/ = ]—e¢, e[ x M donc {%, 6(2;1-} est une
base de x(M')

Ona:
& A Oy = 2(D2r )
= 2(Dyyy! (), (1))
=0
D’ou p
— v @®|*=0
Lol
Par conséquent, ||/ (t)|| = c o ¢ est une constante . O
REMARQUE 1.3. Soit ¢ : [a,b] — M wune courbe paramétrée de
¢
classe C>. On pose s(t) = longpqgc s(t) = / | e || dr ou (p =
a

cla), g = c(t)) .s(t) est dite la longueur de l’arc entre p et q.On a le
résultat suivant :

ProposiTIiON 1.1. St est une géodésique, alors le paramétre
t est une fonction linéaire de la longueur de Uarc : s(t) =|| /|| (t —a) . En
particulier , siy est une géodésique, ||| estla longueur de~y entre v(0)

et (1) .

PROPOSITION 1.2. Pour un systéme de coordonnées locales (x,U), si
x“(t) sont les coordonnées de (x o) 'équation D~, v/ = 0 donne :

d2x™ dzP dx?
1 T¢ ) — —
gz T UaE®) g

DEMONSTRATION. En fait : D, v/ =0.

. v 8 _
Do o Grag; =0
dt oz,

En appliquant la formule : D, fV = %V + fDy,V

: d?y7 9 dryJ
On obtlent.d; Wj—i—%D%iai Oz =0

2y 9 dyi dy' k& _
Alors, " 5o + @ “ar Uijae; = 0
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dt?

d2*yk dy? dy' k.
DODC, di2 + Wﬁl—‘m =0 O

. 2.k J i
Parsuite, (d—7 + %‘%F%) Oxp, =0

2. Exemples de Géodésiques

EXEMPLE 2.1. 1.Dans R™ avec la métrique habituelle (produit scalaire
canonique) on a Fﬁj = 0.Les équations des géodésiques s’écrivent donc
d%z;
di?
En effet, soit

= (0 Les solutions sont des droites.

7)) = (@), oz (D).

v (t) est une géodésique si et seulement si :

d;%k ~ 0
donne ddit = C
r1=cit+d;
=7 (1) = :
Tn = cpt+d,

Donc les géodésiques de R™ sont des droites.

EXEMPLE 2.2. 2.Les géodésiques d’un cylindre droit Z sont les géné-
ratrices. Les cercles obtenus en coupant par des plans perpendiculaires aux
génératrices et les hélices .

EXEMPLE 2.3 (3). 3.Les géodésiques d’une sphére sont des arcs de grands
cercles.

En effet,
f: s — R3
(0,9) — (cos@sin@,sinbsin ¢, cos @)
g = dr®dr+dy®dy+dz®dz
On pose
h = f*(9)(X,Y)
= g(f*X,f*Y)

On calcule: h(90,00) = g(£.00,f.00) , h(80,0¢) = g(f.00, f.00)
et h(9p,0p) = g(f.00, f00) .

On cherche la connexion associée a h .
On calcule f,00 :

—sinfsin¢g cosfcos @ ( 1
)

f-00 = cosfsing sinfcos ¢
0 —sing
—sin fsin ¢

f00 = cos fsin ¢
0
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On calcule f,0¢ :
—sinfsin¢ cos#f cos ¢ 0
[0 = cosfsing  sin# cos ¢ < 1 )
0 —sing
cos 6 cos ¢
f«00 = sin @ cos ¢
—sin ¢
De la méme maniere, on calcule g(f.06, f.00) :
9(f.00, £,00) = '(f.00) g(f.00)
. . . . —sinfsin ¢
= ( —sinfsing cosfsing ) ( cos 0sin & )
= sin?#sin? ¢ + cos? Osin? ¢
= sin?¢
Aussi, on calcule g(f.00, f.00) :
9(f+00, f.09) = t(f*ag) 9(f+09)
. . . . cos 6 cos ¢
= ( —sinfsing cosfsin ¢ ) sin 6 cos
= (—sin@sin ¢)(cos b cos ¢) + (cos 0 sin ¢)(sin O cos @)
=0
De méme pour g(f.0¢, fL09¢) :
9(f:00, f.00) = '(f.00) g(f.09)
cos 6 cos ¢
= ( cosfcos¢ sinfcos¢ sing ) sin 6 cos ¢
sin ¢
= cos20cos? ¢ + sin? 0 cos? ¢ + sin® ¢
=1
On trouve alors :hi; = sin? ¢, h1a = 0 et hoy = 1.
On calcule Ffj
sin?¢ 0
n= ()
1 0
-1 _ 1
Alors, h = @’ < 0 sin2¢ )
D’apres la formule :
oh Ohy; Ohij
T sh'™( agif 3x]§ ~ B )
F%l — 1h11(agé1 + §0 ) F%l 1h22(8h12 + 6h21 - 851(]151
Alors, = 3 sin2 (39 sin2 Ensuite, = Zx1x(- 2s1n¢cos o)
0 = —sin ¢ cos ¢

)
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It <3h21 + Ohi1 6h12)
12 2 o 00 F? 1h21(6h21 + 8h11 _ 8h12)
= %xs X 28in ¢ cos ¢ 12 99
De plus, _ cos¢ Aussi, = 5 x 0x (2 smcbcos )
sin ¢ = 0
= cot¢ .
— T 21
1 1 oh oh Oh
b, gh Nm e o) T = bnm(m o Gm
_ 1 _ 1
Et, = 3% gzg ¥ 0 Enfin, = Zx1x 0
I =0
A la recherche d’une géodésique :
On applique la formule suivante :
2y Ly dy ok
ar T Wﬁrzj 0
D ’ou
d%0 4 dodo 4 d0dépl
gt —
dt2 + @ th 0

Parsuite le systéme devient :

(2.1)

{

i)

dt2 +200t¢§§ (111? =0

dt?

— sin ¢ cos qzb(a)

Considérons les cas suivants :
1.0 est une constante alors le systéme devient

qui a pour solution

avec a,b sont deux constantes.Dans ce cas, une géodésique est 1 'un des

plus grands cercles verticals.
2.0 # cte .On peut considérer ¢ comme une fonction de 6.

Alors

donc
car

d
ai

(t)

do
)

On remplace dans le systéme :

On obtient :

=0

cte

at+b

d¢ do

dg dt
M(ﬁ)2+@ﬁ
de2 \ dt 0 dt2
i(@dﬁ

dg df dt

&9 (ddy2 | db a2
d§2 t do dt?
¢

dt2
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L9 _ 9 cot qﬁ(%)Q — sin ¢ cos ¢ =

d§
car (la partie 2 du systéme 2)implique %( '9)2 + %% — sin ¢ cos (;5(%)2 =

aid :
%—i—%%x dj2—sm¢cos¢ =
; ()
% — sin ¢ cos ¢
(la partie 1 du systéme 2)implique dtQ + 2cot g{)(d(’)zd‘q5 =
2 cot ¢(d9)2d¢ =
2 cot gb( ) =
d’ou d’apres (E) on a : % — sin ¢ cos ¢ — 2 cot gb( )2 =
Par le changement de variables suivant :
w = coto
on obtient :
d*w
+w = 0
d6* .
= w = clcos¢+ c2sin¢

Ceci représente I’équation d’un cercle dans le plan z = ¢l cos ¢ + ¢2sin ¢
en coordonnées sphériques.

REMARQUE 2.1. Deux points quelconques de la sphére peuvent étre joints
par une infinité de géodésiques différentes contrairement & ce qui se passe
dans le plan. Ceci tient du fait que la sphére n’est que localement isométrique
au plan :le plan tout entier s’envoie une infinité de fois sur la sphére, par
conséquent o un couple de points de la sphére il correspond une infinité de
couples du plan, donc une infinité de droites qui le joignent

EXERCICE 2.1. On considére R® muni de la métrique
g = (14+2?)dz®@de+dy®dy+ e*dz®dz

(1) Donner les équations des géodésiques .

(2) Trouver deux vecteurs paralléles définis sur v X(¢) et Y (¢) tel que
g(X,Y) = ¢ ou cest une constante.

(3) Existe-t-il deux vecteurs paralléles sur 7, z (¢) et w (¢) tel que g(z (¢) ,w (t))
n’est pas constante ?

SOLUTION 3. On rappelle que :

My = 50"20) = s
I, = %911(0) = 0
ry, = 1l = 0

(voir chapitre variété Riemannlenne exemple 2).

—HLs X

0

do d20
do de?

_d%

T de dt?

dt?
do d20

1
()2

1

(E)
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et on a que

ry = 10 = 0 = 1
Is3 = 3
1y(t) = (z(t),y(t), 2(t)) est une géodésique si :

Y —
2,
@+ () Tas =0
Alors,
z IS = 0 (1)
(2.2) Y- =0 (2
Z+322 =0 (3)

Parsuite, ( la premiére partie du systéme 2) implique :On pose z = shu
dr =chu
Y

Alors, [ ch? udu = kt+p
donne [ ‘M?“‘Hdu = kt+p
Lshou+ %u = kt+p
§Shuchu—|—%u = kt+p

tavV1+22+ Largshe = kt+p
Ensuite, ( la deuxiéme partie du systéme 2) implique :
y = ¢
Donc,
y = at+b
Finalement, ( la troisiéme partie du systéme 2) implique : 0 ZZ,)2 = %Alors,

% = f%t + «
Iintégrale donne =% = —s5tta
2

B
2In(t+ B) +~

= 2«

™ W N.N‘

avec

a

2.0n rappelle que :V, = <ﬁ’ b, ce_%) .(méme référence précédente).Soient
Vl = (a7 b? C)
Vo = (Oé, 67 fY)
g = (1+a:2)da:®dx+dy®dy+ezdz®dz,

_t _t
<TV177—V2> = <\/£~_jvbac2e 2;ﬁ76776 t2>
<7_V1 Y TV2> = 13_% (1 + T )V(t) + bﬁ + 076— (ez),y(t)
(Tvi,Tw) = 4% (1+t%) +bB + cye '(e") =constante
3.I1 n’existe pas de tel vecteurs car le transport paralléle conserve le

produit scalaire.
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